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Одной из основных проблем, возникающих
при программной реализации компьютерных стра-
тифицированных моделей сложных технологиче-
ских систем со многими состояниями [1], ориенти-
рованных на исследование эффективности их
функционирования с учетом надежности элемен-
тов, является разработка процедуры имитации со-
пряжения элементов смежных страт в системе, по-
зволяющей обеспечить удобство и простоту прове-
дения компьютерных экспериментов и уменьшить
при этом объем перепрограммирования.

Суть этой проблемы заключается в том, что при
рассмотрении на компьютерной модели конкури-
рующих вариантов структуры исследуемой систе-
мы возникает необходимость в модификации ис-
ходной (базовой) имитационной программы, об-
условленной изменением структуры связей между
элементами смежных страт.

В настоящей работе предлагается компьютер-
ная модель сопряжения элементов смежных страт
в строго-иерархической стратифицированной си-
стеме (СИСС) [1], позволяющая успешно решить
указанную выше проблему.

Предлагаемая модель базируется на математиче-
ской модели сопряжения элементов в СИСС [1, 2],

рассматривающей взаимодействие между элемента-
ми в рамках механизма обмена сигналами [3, 4], ко-
торый включает следующие составляющие:
1) процесс формирования выходного сигнала эл-

ементом, выдающим сигнал;
2) определение адреса передачи для каждой харак-

теристики выходного сигнала;
3) прохождение сигналов по каналам связи и ком-

поновка (формирование) входных сигналов эл-
ементов;

4) функционирование элемента, принимающего
входной сигнал.
Первая и четвертая составляющие не рассма-

триваются в рамках модели взаимодействия, по-
скольку относятся к построению моделей функци-
онирования элементов системы.

Третья составляющая механизма обмена сигна-
лами связана с прохождением сигналов через ре-
альные (неидеальные) каналы связи, формально
рассматриваемые как самостаятельные элементы
системы, функционирование которых сводится к
соответствующим задержкам и искажениям сигна-
лов. В этом случае фиктивные каналы, соединяю-
щие элементы, передают сигналы мгновенно и без
искажений, т. е. формально являются идеальными.
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Адресация характеристик выходных сигналов
и их компоновка во входные сигналы элементов
осуществляется схемой сопряжения, формальное
описание которой опирается на следующие пред-
положения, вытекающие из наблюдений над фор-
мализованными в виде СИСС реальными сложны-
ми системами.
1. Взаимное влияние элементов внутри СИСС,

а также взаимодействие между СИСС и вне-
шней средой реализуется только посредством
обмена сигналами.

2. Входной сигнал xµ(t)∈Xµ (Xµ – множество вход-
ных сигналов страты Sµ), поступающий к страте
Sµ в момент времени t, можно рассматривать
как упорядоченную совокупность сигналов
xi

µ(t), i∈Iµ={1,2,…pµ}, одновременно поступаю-
щих на входы ее элементов Si

µ, i∈Iµ:

В свою очередь, входной сигнал xi
µ(t), посту-

пающий к элементу Si
µ в момент времени t, можно

представить в виде упорядоченной совокупности
элементарных сигналов xin

µ(t), n∈Ni
µ={1,2,…,nµ}, од-

новременно поступающих на его вход:

Аналогично выходной сигнал yµ(t)∈Yµ (Yµ –
множество выходных сигналов страты Sµ), выда-
ваемый стратой Sµ в момент времени t, можно рас-
сматривать как упорядоченную совокупность сиг-
налов yi

µ(t), i∈Iµ, одновременно выдаваемых эл-
ементами страты Sµ, а выходной сигнал yi

µ(t) эл-
емента Si

µ – как упорядоченную совокупность эл-
ементарных сигналов yil

µ(t), l∈Li
µ={1,2,…,lµ}, одно-

временно выдаваемых элементом Si
µ.

Предположения 1 и 2 основываются на том,
что взаимодействие элементов в процессе функци-
онирования реальной системы рассматриваются
как результат совокупности воздействий (сигна-
лов) каждого элемента на другие элементы. Сигнал
представляет собой воздействие, представленное
набором характеристик.

Для общности описания внешняя среда пред-
ставлена в виде совокупности фиктивных страт
S0 и S k+1, причем страта S0 состоит из элементов Si

0,
i∈I 0={1,2,…p0}. Таким образом, описание взаимо-
действия СИСС с внешней средой включает лишь
формальное описание структуры связей между
стратой S 1 СИСС и фиктивной стратой S0. Сигнал
y0(t)∈Y 0 (Y 0 – множество выходных сигналов вне-
шней среды), поступающий в СИСС из внешней
среды, является выходным сигналом страты S0 и
представляет собой упорядоченную совокупность
выходных элементарных сигналов yil

0=yi
0(t)∈Yi

0 

элементов Si
0, i∈I 0.

3. Элементарные сигналы передаются в СИСС не-
зависимо друг от друга по элементарным кана-
лам связи, причем каждый элементарный канал,
подключенный к выходу элемента Si

µ, способен
передавать только элементарные сигналы, при-
надлежащие одному из множеств Yin

µ, n∈Ni
µ.

Предположение 3 сформулировано на основе то-
го, что для функционирования реальной системы су-
щественно лишь наличие на входе каждого элемента
в данный момент времени соответствующего набора
характеристик, описывающих сигнал. Данное пред-
положение допускает следующую интерпретацию.

Вход каждого элемента СИСС представляет со-
бой упорядоченную совокупность элементарных
входов или входных контактов. Множество вход-
ных контактов элемента Si

µ обозначено Ki
µ. Каждый

входной контакт kin
µ∈Ki

µ предназначен для приема
только элементарных сигналов xin

µ∈Xi
µ. Аналогично

выход каждого элемента СИСС представляет собой
упорядоченную совокупность выходных контак-
тов. Каждый выходной контакт сil

µ∈Сi
µ (Ci

µ – мно-
жество выходных контактов элемента Si

µ) 
элемента Si

µ предназначен только для выдачи эл-
ементарных сигналов yil

µ∈Yil
µ.

Вход каждой страты Sµ представляет собой упо-
рядоченную совокупность Kµ входных контактов
всех элементов Si

µ, i∈Iµ данной страты:

Соответственно выход страты Sµ представляет
собой упорядоченную совокупность Cµ выходных
контактов всех элементов Si

µ, i∈Iµ:

Элементарные сигналы, выдаваемые данным
выходным контактом страты Sµ–1, передаются неко-
торому входному контакту страты Sµ лишь в том
случае, если эти контакты соединены между собой
элементарным каналом связи.
4. К каждому входному контакту элемента или

страты подключается не более одного элемен-
тарного канала связи; к каждому выходному
контакту страты Sµ–1 может быть подключено
конечное число элементарных каналов при
условии, что к входу одного и того же элемента
страты Sµ подключается лишь один из этих ка-
налов. Следовательно, число элементарных ка-
налов, подключенных к любому выходному
контакту страты Sµ–1, не может превышать числа
элементов страты Sµ, а число выходных контак-
тов страты Sµ–1 не может быть больше числа
входных контактов страты Sµ.
Данное предположение сформулированно с це-

лью исключения неоднозначности входного сигна-
ла за счет возможного появления на его входе в дан-
ный момент времени нескольких (несовпадающих)
сигналов, поступающих из разных источников.
5. Элементы страты Sµ могут принять только сиг-

налы, выдаваемые элементами страты Sµ–1.
Предположение 5 вытекает из строго-иерархи-

ческой конфигурации реальных систем, формали-
зованных в виде СИСС.

Предположения 4 и 5 следует рассматривать
как ограничение на структуру сети элементарных
каналов связи в СИСС.

.
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6. Сигналы передаются по элементарным каналам
связи мгновенно и без искажений.
Данное предположение вытекает из сути

третьей составляющей механизма обмена сигнала-
ми, допускающей рассмотрение реального канала
связи как совокупности самостаятельного элемен-
та системы, функционирование которой сводится
к соответствующим задержкам и искажениям сиг-
налов, и фиктивного (идеализированного) канала,
передающего сигналы мгновенно и без искажений.

Необходимо заметить, что аналогичные пред-
положения лежат в основе математической модели
сопряжения элементов в сложной системе, разра-
ботанной Н.П. Бусленко [3], широкое практиче-
ское применение которой свидетельствует об ее
адекватности исследуемым системам.

Математическая модель сопряжения любых
двух элементов Si

µ∈Sµ и Sj
µ–1∈Sµ?–1 представляет со-

бой пару множеств Ki
µ, Cj

µ–1 и однозначный опера-
тор Rij

µ, реализующий отображение

Оператор сопряжения Rij
µ данному входному

контакту kin
µ∈Ki

µ элемента Si
µ страты Sµ ставит в со-

ответствие единственный выходной контакт
cjl

µ–1→Cj
µ–1 элемента Cj

µ–1 страты Sµ–1, связанный
с ним элементарным каналом связи. Следователь-
но в область определения оператора Rij

µ входят
лишь те входные контакты элемента Si

µ, которые
связаны с выходными контактами элемента Cj

µ–1

элементарными каналами связи.
Оператор Rij

µ задается в виде бинарной матрицы
Aij

µ размера (lj
µ–1×ni

µ), столбцы и строки которой со-
ответствуют входным и выходным контактам эл-
ементов Si

µ и Cj
µ–1.

Структура связей между каждым элементом Si
µ и

стратой Sµ–1 описывается оператором сопряжения Ri
µ:

реализующим отображение (инъекцию) Ki
µ→Cµ–1,

ставящим в соответствие каждому входному кон-
такту kin

µ∈Ki
µ элемента Si

µ страты Sµ единственный
выходной контакт cjl

µ–1→Cµ–1 страты Sµ–1, соединен-
ный с контактом kin

µ элементарным каналом связи.

В отличии от оператора Rij
µ, реализующий

функцию Ki
µ→Cj

µ–1 оператор Ri
µ всюду определен

на множестве контактов элемента Si
µ. Область зна-

чений оператора Ri
µ представляет собой совокуп-

ность всех тех выходных контактов страты Sµ–1, ко-
торые соединены с входными контактами элемен-
та Si

µ.
Оператор Ri

µ задается бинарной матрицей 

Ai
µ=|Ai1

µ,Ai2
µ,…,Aµ

ipm
|T  размера 

Для описания структуры связей между смежными
стратами Sµ и Sµ–1 введен оператор сопряжения Rµ:

реализующий отображение (сюрьекцию) Kµ→Cµ–1.
В силу предположения 5 область значений опе-

ратора Rµ совпадает с множеством выходных кон-
тактов Cµ–1 страты Sµ–1. Оператор Rµ задается матри-

цей Aµ=|A1
µ, A2

µ,…, Apm

µ| размера 

Необходимо отметить, что, несмотря на гро-
моздкость матрицы Aµ, она обладает тем премуще-
ством, по сравнению с более компактной таблицей
сопряжения [3, 4], что позволяет применять мето-
ды теории матриц и теории графов при изучении
структуры сопряжения в СИСС, а также суще-
ственно упрощает процедуру имитации сопряже-
ния смежных страт.

Контактная модель сопряжения элементов в СИСС

Формально сопряжение любых смежных страт
Sµ–1 и Sµ, т. е. формирование входного сигнала xµ(t)
страты Sµ на основе выходного сигнала yµ–1(t) стра-
ты Sµ–1 с использованием модели сопряжения
〈Kµ,Cµ,Rµ〉, можно описать с помощью фиктивной
страты S

�
µ следующим образом.

Согласно принятым предположениям 2 и 5,
входной сигнал любой страты формируется исклю-
чительно из выходных элементарных сигналов
страты Sµ–1. Следовательно, в силу предположения
6, каждому выходному сигналу yµ–1(t)∈Yµ–1 страты
Sµ–1 можно ставить в соответствие единственный,

.
1
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Рис. 1. Структура связей между элементами страт Sµ–1 и Sµ



вполне определенный входной сигнал xµ(t)∈Xµ

страты Sµ, и наоборот. Тогда, с формальной точки
зрения можно считать, что между любыми смеж-
ными стратами Sµ–1 и Sµ расположена некоторая
фиктивная страта S

�
µ, преобразующая выходные

сигналы страты Sµ–1 в соответствующие им входные
сигналы страты Sµ в соответствие с матрицей Aµ.

Введение фиктивных страт S
�
µ, µ∈I={1,2,…,k}

позволяет из рассмотренных моделей сопряжения
элементов и страт в СИСС перейти к эквивалент-
ной, более удобной в теоретическом и прикладном
отношениях контактной модели сопряжения, ко-
торая предполагает передачу и прием сигналов
страт непосредственно через их контакты, без эл-
ементарных каналов связи.

В рамках механизма обмена сигналами каждая
фиктивная страта S

�
µ описывается множествами

входных контактов K
�
µ=Cµ–1 и выходных контактов

S
�
µ=Kµ.

Функционирование каждой фиктивной страты
S
�
µ, как временной статической системы без памяти

[5], детерминировано и описывается оператором Vµ:

реализующим однозначное отображение Yµ–1→Xµ.
С целью выяснения сути оператора Vµ и выявле-

ния его аналитического вида рассмотрим следую-
щий пример.

Пусть структура связей между элементами страт
Sµ и Sµ–1 имеет конфигурацию, изображенную на
рис. 1. Путем введения фиктивной страты S

�
µ  рас-

смотренную структуру предствавим в виде, пока-
занном на рис. 2.

В силу предположения 3, каждый входной кон-
такт kin

µ∈Kµ может принимать только входной эл-
ементарный сигнал xin

µ(t)∈Xin
µ страты Sµ, а каждый

выходной контакт cjl
µ–1∈Cµ–1 может выдавать только

выходной элементарный сигнал yjl
µ–1(t)∈Yjl

µ–1 страты
Sµ–1. Следовательно, данный входной элементар-
ный сигнал xin

µ(t) представляет собой некоторый

выходной элементарный сигнал yjl
µ–1(t), если кон-

такт kin
µ соединен с контактом cjl

µ–1 элементарным
каналом, т. е. на пересечении соответствующего
столбца и строки матрицы Aµ стоит единица. Учи-
тывая это, с помощью матрицы Aµ для рассмотрен-
ной структуры сопряжения получим (t упущено):

Нетрудно показать, что входной сигнал xµ(t)
страты Sµ представляет собой результат операции
умножения выходного сигнала (вектор-строки)
yµ–1(t) страты Sµ–1 на матрицу Aµ

Действительно, в результате умножения век-
тор-строки yµ–1 на матрицу Aµ получается вектор-
строка xµ, каждый элемент xin

µ которой равен сумме
произведений выходных элементарных сигналов
yjl

µ–1 страты Sµ–1 на соответствующие элементы
столбца (i,n) матрицы Aµ.

В силу предположения 4, каждый столбец Aµ со-
держит только один единичный элемент, располо-
женный на пересечении данного столбца (i,n) и той
строки (j,l), соответствующий контакт cjl

µ–1 которой
соединен с контактом kin

µ элементарным каналом
связи. Следовательно, каждый элемент xin

µ вектор-
строки xµ равен тому элементу yjl

µ–1 вектор-строки
yµ–1, который при вычислении xin

µ умножается
на единичный элемент столбца (i,n) (остальные 
элементы вектор-строки yµ–1 умножаются на нуль).

Таким образом, установлено, что оператор Vµ,
ставящий в соответствие каждому выходному сиг-
налу yµ–1(t)∈Yµ–1 страты Sµ–1 входной сигнал xµ(t)∈Xµ
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Рис. 2. Сопряжение страт Sµ–1 и Sµ с помощью фиктивной страты S
�µ



страты Sµ, реализует операцию умножения вектор-
строки yµ–1(t) на матрицу Aµ:

(1)

При этом, в силу принятых предположений о
структуре сети каналов связи в СИСС, вектор-
строка yµ–1(t) и матрица Aµ всегда согласуются 

по форме (yµ–1(t) имеет размер а ма-

трица Aµ – 

Одно из привлекательных с практической точ-
ки зрения свойств фиктивных страт S

�
µ заключается

в том, что каждый оператор Vµ можно представить
в виде совокупности независимых друг от друга
операторов Vi

µ, i∈Iµ, каждый из которых реализует
отображение xi

µ=Vi
µ(yµ–1(t)).

Для определения вида каждого оператора Vi
µ

представим матрицу Aµ через блоки Vi
µ, i∈Iµ и под-

ставим в (1):

(2)

С другой стороны, в силу предположения 2,
имеем:

(3)

При сопоставлении соотношений (2) и (3) стано-
вится очевидным, что каждый оператор Vi

µ реализует
операцию умножения выходного сигнала (вектор-стро-
ки) yµ–1(t) страты Sµ–1 насоответствующую матрицу Ai

µ:

То обстоятельство, что каждый оператор Vµ до-
пускает декомпозицию на независимые друг от
друга операторы Vi

µ, i∈Iµ, предоставляет возмож-
ность распараллеливать процесс имитации переда-
чи сигналов от любой страты Sµ–1 к страте Sµ.

Таким образом, процедура имитации сопряже-
ния элементов любых смежных страт Sµ и Sµ–1 в
СИСС сводится к реализации стандартной опера-
ции умножения матриц, допускающей распаралле-
ливание процесса имитации сопряжения.

Выводы

Разработана имитационная модель сопряжения
элементов в СИСС, позволяющая свести процеду-
ру имитации сопряжения элементов ее смежных
страт, т. е. формирование входных сигналов эл-
ементов µ-й страты на основе выходных сигналов
элементов (µ–1)-й страты, к реализации стандарт-
ной операции умножения матриц, допускающей
распараллеливание процесса имитации сопряже-
ния. Применение разработанной модели дает воз-
можность при проведении компьютерных экспе-
риментов ввести необходимые изменения в матри-
цы сопряжения смежных страт в соответствии
с конкурирующими вариантами структур исследу-
емой системы в ходе экспериментов, без измене-
ния базовой имитационной программы, а также
существенно ускорить моделирование при исполь-
зовании многопроцессорных компьютеров.

Предложенная модель сопряжения использова-
на при компьютерном моделировании процесса
функционирования технологической системы из-
мельчения руды Зангезурского медно-молибдено-
вого комбината (Армения) с учетом надежности
оборудования. Результаты проведенных имита-
ционных экспериментов свидетельствуют об аде-
кватности разработанной модели сопряжения ис-
следуемой технологической системе.
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Рис. 3. Матрица Aµ сопряжения страт Sµ–1 и Sµ
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Введение

Статистические исследования реальных теле-
коммуникационных потоков показывают, что не-
которые из них обладают свойством многомодаль-
ности гистограмм числа их событий, наступивших
за единицу времени. Применение методов провер-
ки статистических гипотез не отклоняют гипотезу
о том, что теоретическое распределение генераль-
ной совокупности является смесью нормальных
распределений.

Ставится задача построения математической
модели таких потоков, обладающих свойством
многомодальности распределений числа событий,
наступивших в этих потоках за единицу времени.
В работе показано, что этим свойством обладает
высокоинтенсивный полумарковский поток в
условии предельно редких изменений его состоя-
ний.

Высокоинтенсивный полумарковский поток 
в условии предельно редких изменений его состояний

Пусть задана диагональная матрица А(х) раз-
мерности L с элементами Аl(х), l=1,L


и стохастиче-

ская матрица

P = I + δQ (1)

размерности L×L с элементами

где I – единичная матрица; δl1l2
– символ Кронеке-

ра; δ – некоторый малый параметр. Также задан
положительный большой параметр N.

Рассмотрим полумарковский процесс l(t), при-
нимающий значения l(t)=l=1,L


с условно незави-

симыми компонентами [1], полумарковская ма-
трица которого факторизуется и равна произведе-
нию

A(Nx)P =A(Nx)(I+δQ). (2)

Обрабатывающий его процесс n(t) определяет
число событий, наступивших за время t в полумар-
ковском потоке (SM-потоке), заданным полумар-
ковской матрицей (2).

Полумарковский процесс l(t) будем называть
процессом, управляющим полумарковским пото-
ком, а значения l(t)=l этого процесса будем назы-
вать состояниями SM-потока.

В состоянии l длина ξl интервала между момен-
тами наступления событий рассматриваемого по-
тока определяется функцией распределения

,
212121 llllll qP δδ +=
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