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Введение
Кинетические модели, основанные на деталь�

ных механизмах сложных химических реакций, как
правило, представляют собой системы дифферен�
циальных уравнений большой размерности. Раз�
мерность определяется списком веществ, который
часто превышает 102–103 реагентов (например,
нефтехимические процессы, некоторые реакции

горения). Для анализа механизма реакции большой
размерности требуется точное описание поведения
лишь нескольких веществ, которые называются
целевыми. Возникает задача замены исходной си�
стемы системой меньшей размерности, в каком�то
смысле эквивалентной исходной, сохраняющее
при этом изменение концентраций целевых ве�
ществ.
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Один из подходов к решению задачи сокраще�
ния механизма реакции – это анализ матрицы чув�
ствительности веществ к константам скоростей 
элементарных реакций. Методами, реализующими
данный подход, являются метод анализа главных
компонент матрицы чувствительности [1] и пря�
мой анализ чувствительности [2]. Для того чтобы
применять эти алгоритмы, необходимо рассчитать
матрицу чувствительности во всех анализируемых
моментах времени реакции. Расчет такой матрицы
представляет собой отдельную, достаточно ресур�
соемкую задачу.

В настоящее время широко применяется геоме�
трическая трактовка механизма реакции. На осно�
ве теории двудольных графов возможен анализ су�
ществования и свойств решения системы обыкно�
венных дифференциальных уравнений кинетиче�
ской модели схемы реакции [3]. Одним из методов,
реализующий графовый подход к механизму реак�
ции, является метод анализа графа прямых связей
[4]. Для того чтобы применять этот алгоритм
необходимо знать скорости всех реакций в анали�
зируемые моменты времени, то есть иметь только
численное решение прямой кинетической задачи.
Однако данный метод рассматривает только пря�
мые связи между веществами. Но вещества могут
быть связаны через промежуточные вещества,
то есть косвенно. В связи с этим требуется исполь�
зовать метод анализа графа прямых связей с рас�
пространением ошибки [5], который учитывает
косвенное влияние веществ.

В ходе протекания химических реакций воз�
можно изменение реакционного объема или числа
молей реакционной среды. Например, при прове�
дении реакции в цилиндре с подвижной стенкой
(поршнем) объем системы можно произвольно ме�
нять вне всякой связи с происходящими в системе
химическими превращениями. На практике с про�
теканием газовых реакций при переменном объеме
приходится сталкиваться в тех случаях, когда в ре�
акции изменяется число молекул, а давление в си�
стеме поддерживается постоянным. Поэтому при
разработке математического описания сложного
процесса необходимо учитывать изменение числа
молей реакционной смеси (или реакционного
объема).

Целью настоящей работы является исследова�
ние и построение численного алгоритма уточнения
механизма химической реакции с переменным ре�
акционным объемом на основе метода анализа гра�
фа прямых связей, учитывающего косвенное влия�
ние веществ. Разработка такого алгоритма дает воз�
можность не только уточнить механизм исследуе�
мой реакции, но и решить прямую задачу (расчет
химической реакции).

Геометрическая трактовка механизма реакции
Пусть химическая реакция протекает в m ста�

дий, в которых участвует n веществ A1,A2,…,An. Схе�
му реакций можно представить в виде:

(1)

где αik, βik – стехиометрические коэффициенты.
Если Ck – концентрация вещества Ak (k=1,…,n), то
закон изменения во времени функций C1(t),…,Cn(t)
записывают в виде дифференциальных уравнений

(2)

Здесь ω i – скорость i�й реакции. По закону дей�
ствующих масс

(3)

где ki – константа скорости реакции.
Зависимость константы скорости реакции

от температуры определяется по уравнению Арре�
ниуса:

(4)

где Е – энергия активации; T – температура проте�
кания реакции; R – универсальная газовая по�
стоянная.

Для анализа существования решения системы
обыкновенных дифференциальных уравнений ки�
нетической модели (2)–(4) перейдем к геометриче�
ской трактовке механизма реакции и применению
теории двудольных графов.

Механизму (1) соответствует двудольный граф
Г: A={A1,…,An} – множество вершин, соответствую�
щих веществам, участвующим в реакциях;
B={b1,…,bm} – множество вершин, соответствую�
щих реакциям. Тот факт, что αik единиц вещества Аk

вступает в реакцию bi, условимся обозначать стрел�
кой, идущей от вершины Ak к вершине bi с весовым
коэффициентом αik. Аналогично с помощью стре�
лок, идущих от вершины bi к вершине Аk, будем
отображать, что βik единиц вещества Аk является
продуктом реакции bi. Каждой вершине Аk соответ�
ствует функция концентрации Ck(t), каждой вер�
шине bi – функция скорости i�й реакции ω i (t,С).
Тогда кинетическая модель схемы реакции (1)
представляется системой дифференциальных ура�
внений на графе Г:

(5)

При этом функции ω i(t,С) непрерывны по t и C
(t≥0) и непрерывно�дифференцируемы по C, при�
чем

(6)

Анализ кинетической модели химической реакции
На основе свойств теории двудольных графов,

сформулируем и обоснуем некоторые утверждения
для полученной системы (5).

А�вершину Ak графа Г будем называть непосред�
ственно предшествующей B�вершине bi, если αik>0.
Функция ω i(t,С) подчинена вершине Ak, если
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ω i(t,С)=0 при Ck=0. Таким образом, все функции
ω i(t,С) подчинены всем А�вершинам, непосред�
ственно предшествующим вершине bi.

Утверждение. Если Ck(0)=Ck
0>0 (k=1,…,n),

то «гладкое» решение задачи (5), (6) положительно:

на интервале, где это решение существует.
Следствие. Если Ck

0
≥0, k=1,…n, то «гладкое» ре�

шение задачи (5), (6) неотрицательно:

на интервале, где это решение существует.
Для дальнейших исследований свойств реше�

ния введем в рассмотрение линейные формы

связанные с графом Г.
Лемма. Пусть C(t) – решение задачи (5), (6).

Тогда если λ=(λ1,…,λn) является решением системы
неравенств

(7)

то функция

(8)

является невозрастающей функцией t.
Теорема 1. (Априорная оценка). Пусть существует

неотрицательное решение системы неравенств (7)
λk≥0 (k=1,…,n), причем при некотором l: λl≥1.
Пусть C(t) – решение системы (5), (6). Тогда имеет
место оценка

(9)

Теорема 2. (Теорема существования.) Если суще�
ствует положительное решение λk≥0 (k=1,…,n) си�
стемы неравенств (7) (или уравнений (8)), то реше�
ние задачи (5), (6) с произвольными неотрицатель�
ными начальными данными существует на полуо�
си t>0.

Доказательство. Умножив положительное ре�
шение системы (7) на достаточно большую кон�
станту, всегда можно получить решение, удовле�
творяющее условиям λk≥1 (k=1,…,n). Тогда оценка
(9) имеет место при каждом l (l=1,…,n). Таким об�
разом, решение существует во всей области t>0.

Чтобы определить, происходит ли изменение ре�
акционного объема в ходе реакции, строят матрицу,
элементами которой являются стехиометрические
коэффициенты веществ νij (i=1,…,m, j=1,...,n). Затем
находят компоненты вектора δj по следующему пра�
вилу

Если хотя бы одна из компонент вектора δj от�
лична от нуля, то реакция протекает с изменением
числа молей (или реакционного объема).

Если суммарная концентрация изме�

няется со временем, то система (2) преобразуется к
виду

(10)

с начальными условиями:

где xi=Ci/C – концентрация i�го компонента
в мольных долях.

Систему уравнений (10) замыкает условие нор�
мировки по компонентам реакционной среды:

(11)

Разделим (10) на начальную суммарную кон�
центрацию С0:

(12)

где N=C/C0 – относительное изменение числа мо�
лей реакционной среды; Wj=ω j/C0 – приведенные
скорости химических реакций (j=1,...,m).

Обозначим

(13)

Преобразуем левую часть системы (12), приме�
нив правило дифференцирования произведения
функций:

(14)

С учетом (13) и (14) система (12) примет вид:

(15)

Отсюда, с учетом условия нормировки (11), по�
лучим:

Выразим из выражения (15). Тогда система

уравнений (12) примет вид обыкновенных нели�
нейных дифференциальных уравнений:

(16)

с начальными условиями:

(17)

Полученная система уравнений (16) с началь�
ными условиями (17) является кинетической мо�
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делью сложной реакции, учитывающей изменение
числа молей в ходе ее проведения.

По теореме 2 решение кинетической модели
(10) существует. В силу утверждения переменная
N=C/C0>0 на полуоси t>0. Учитывая, что кинети�
ческая модель (16), (17) получена из (10) равно�
сильными преобразованиями, можно сделать вы�
вод, что существует решение кинетической модели
(16), (17).

Алгоритм уточнения механизма химической реакции
Приведем численный алгоритм уточнения хи�

мической реакции, основанный на анализе графа
прямых связей с распространением ошибки.

Шаг 1. Выбор целевых веществ.
Для анализа механизма реакции большой раз�

мерности требуется точное описание поведения
лишь нескольких веществ, которые называются
целевыми. Выбирается набор исследуемых целевых
веществ, которые являются стартовым набором
для итерационной процедуры построения упро�
щенного механизма.

Шаг 2. Построение графа связей между веще)
ствами.

Для представления связей между веществами
строится ориентированный граф. Вершины графа
соответствуют веществам, участвующих в реакции.
Ребро, направленное от i�й вершины к j�й верши�
не, соответствует образованию вещества Xj из Xi.

Шаг 3. Расчет коэффициентов зависимости
между веществами.

Чтобы определить степень зависимости между
всеми веществами, рассчитывается коэффициент
rAB [4, 5]:

где ω i – скорость i�й реакции; νAi – стехиометриче�
ский коэффициент вещества А в i�й реакции (сте�
хиометрический коэффициент положительный,
если А – продукт, и отрицательный, если А – реа�
гент); δBi=1, если вещество В участвует в i�й реак�
ции, δBi=0, в противном случае; m – количество ре�
акций в системе.

Коэффициент зависимости между каждой па�
рой веществ является элементом матрицы. Каждый
ее элемент удовлетворяет соотношению 0≤rAB≤1.

Если вещество А связано с веществом С кос�
венно (реакция вида А→В, В→С), то коэффициент
зависимости между веществами А и С рассчитыва�
ется по формуле:

где rAB – коэффициент зависимости между веще�
ствами А и В; rBC – коэффициент зависимости меж�
ду веществами В и С.

Шаг 4. Расчет обобщенных коэффициентов связи
между веществами.

Если в схеме реакций вещество А связано с ве�
ществом С как прямо, так и косвенно, тогда рас�
считывается обобщенный коэффициент зависимо�
сти между веществами А и С:

где максимум определяется по всем путям графа
связей, соединяющим каждое целевое вещество
с остальными. Любое вещество Х будет выбрано
в качестве вещества, связанного с целевым веще�
ством А, если

где ε является определенным пороговым значени�
ем (0<ε<1).

Шаг 5. Формирование сокращенного механизма
реакции.

Результирующими веществами сокращенного
механизма является объединение веществ из всех
подмножеств каждого целевого вещества. Осталь�
ные вещества на данный момент являются избы�
точными по отношению к целевым веществам,
и могут быть безопасно удалены из списка продук�
тов химической реакции. Следовательно, все ста�
дии, которые потребляют избыточные вещества,
могут быть удалены.

Вычислительный эксперимент
Рассмотрим реакцию димеризации α�метил�

стирола в присутствии цеолитного катализатора
NaHY. Продукты данной реакции (линейные и ци�
клические димеры) находят практическое приме�
нение в качестве пластификаторов, модификато�
ров полимеров, каучуков, в производстве синтети�
ческих масел и др. Совокупность химических пре�
вращений, описывающих данную реакцию, пред�
ставляется следующей схемой стадий:

(18)

где введены обозначения веществ X1 – α�метилсти�
рол; X2 – α�димер; X3 – β�димер; X4 – циклический
димер; X5 – тримеры.

Кинетические уравнения, соответствующие
схеме химических превращений, выписаны соглас�
но (3) и имеют вид:
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Кинетическая модель димеризации α�метил�
стирола с учетом изменения числа молей в ходе
протекания химической реакции представляется
системой:

где 

(19)

(20)

с начальными условиями:

где xi – концентрация i�го компонента в мольных
долях (номер i компонента соответствует веществу
Xi, i=1,…,5); N – переменный реакционный объем.

Уточним механизм димеризации α�метилстиро�
ла с учетом изменения реакционного объема. Ре�
шим систему дифференциальных уравнений, пред�
ставляющую кинетическую модель схемы реакции
(19), (20) с учетом изменения реакционного объе�
ма, явным методом Рунге–Кутта четвертого поряд�
ка. Поскольку основной целью процесса является
получение линейных димеров, в качестве целевых
веществ были выбраны X2 и X3. Расчет проводился
с точностью ε=0,001 в момент времени t=0,02 ч при
температуре Т=373 К. Рассчитаны коэффициенты
зависимости rAB для всех веществ. С помощью алго�
ритма поиска графа в глубину определены все пути,
соединяющие каждое целевое вещество с осталь�
ными. По найденным путям рассчитаны обобщен�
ные коэффициенты связи веществ:

Результаты и обсуждение
Исходя из полученных значений обобщенных

коэффициентов связей и точности расчета из схе�
мы реакции были исключены вещества X4 и X5.
В соответствии с этим сокращенная схема реакции
имеет вид:

(21)

На рисунке представлено изменение концен�
траций компонентов в мольных долях сокращен�
ного механизма и концентраций этих же компо�
нентов в исходном механизме.

Как видно из рисунка, уточнение механизма
реакции (18) не изменило общую динамику изме�
нения концентраций целевых веществ во времени.
Поэтому для анализа кинетических и термодина�
мических моделей реакции (18) можно использо�
вать схему реакции (21), которая является эквива�
лентной исходной.

Для автоматизации процедуры уточнения меха�
низма химической реакции в среде визуального
программирования Delphi на языке Object Pascal
разработан программный комплекс, который по�
зволяет осуществить построение кинетической мо�
дели как с изменением, так и без изменения реак�
ционного объема, решить прямую задачу химиче�
ской кинетики и на основе анализа графа прямых
связей с распространением ошибки исключить
из механизма вещества, мало влияющие на образо�
вание целевых веществ.

Программное обеспечение зарегистрировано в
Объединенном фонде электронных ресурсов «Нау�
ка и образование» (ОФЭРНиО), Всероссийском
научно�техническом информационном центре
(ВНТИЦ).

Выводы
Разработана математическая модель каталити�

ческого процесса. Принципиальным отличием мо�
дели является учет изменения числа молей реак�
ционной среды в ходе химического превращения.
На основе теоретико�графового подхода доказана
математическая корректность постановки задачи.

Предложен численный алгоритм уточнения ме�
ханизма химической реакции с переменным реак�
ционным объемом на основе метода анализа графа
прямых связей, учитывающего косвенное влияние
веществ. На основе решения прямой задачи хими�
ческой кинетики алгоритм позволяет сократить
схему реакции до минимума, не изменяя общую
динамику концентраций целевых веществ. Иссле�
дование работоспособности алгоритма проведено
с помощью вычислительного эксперимента.

Разработано программное обеспечение для рас�
чета каталитических процессов. При замене блока
реакций программный продукт может быть адап�
тирован к другим процессам в жидкофазной реак�
ционной системе.
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Рисунок. Динамика изменения концентраций i$го компонента в мольных долях (xi соответствует исходному механизму, xi' – со$
кращенному механизму. Индексы 1 – α$метилстирол, 2 – α$димер, 3 – β$димер)


