
Введение
В последнее время наряду с традиционными

технологиями нагрева материалов, связанными с
передачей тепла с поверхности во внутренние слои
за счет теплопроводности, все больший интерес
вызывает специфичный вид нагрева СВЧ�излуче�
нием диэлектриков, к которым относится и уголь.
Связано это с тем, что в данном режиме нагрев об�

условлен действием объемных источников энер�
гии, формирующихся внутри материала за счет
поглощения микроволнового излучения и позво�
ляющих в том числе равномерно прогревать мате�
риал. Это дает возможность избежать таких недо�
статков традиционных методов, как перегрев, не�
догрев, а также значительно ускоряют сам процесс
нагрева. Важное преимущество СВЧ�нагрева – те
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Актуальность работы связана с необходимостью научного обоснования параметров технологии СВЧ&воздействия на уголь,
прежде всего, в процессах сушки, термической подготовки, интенсификации горения и др. Как показывают эксперименты, при&
менение микроволнового излучения позволяет снизить выброс вредных веществ при сжигании угля, повысить энергоэффектив&
ность, уменьшить технологическое время и т. д. Для получения оптимальных режимов СВЧ&обработки весьма востребованным
является поиск теоретических подходов. В частности, инженерная практика требует аналитических решений по термообработке
угольных массивов, что и было выполнено в данной работе.
Цель работы: построение строгих аналитических решений задач нагрева угольного слоя микроволновым излучением в усло&
виях теплосброса II и III рода, позволяющих провести параметрический анализ СВЧ&воздействия, а также найти наивыгодней&
шие режимы нагрева угольного слоя.
Методы исследования. Задачи нагрева угольного слоя микроволновым излучением с граничными условиями II и III рода бы&
ли поставлены с рядом упрощений, таких как постоянство теплофизических и электрофизических свойств материала, их изо&
тропность, одномерность. При воздействии СВЧ происходит объемное поглощение тепла с появлением объемных источников
тепла, которые в данной задаче моделировались по закону Бугера. В ходе решения была найдена новая зависимая переменная,
трансформирующая граничные условия в однородные и упрощающая поиск самого решения. В результате основная система
уравнений была разбита на две подсистемы, а итоговое решение было найдено методом суперпозиции решений этих двух под&
задач.
Результаты. Найдены аналитически строгие зависимости распределения температуры по сечению и времени для угольного
слоя, нагреваемого микроволновым излучением, в условиях несимметричного теплоотвода II и III рода по граничным поверхно&
стям. Приведенные решения являются основой для получения оптимальных параметров технологии СВЧ&нагрева, инструментом
для уменьшения разброса температурного поля от требуемого распределения температуры внутри слоя. С их помощью опера&
тивно определяются: значение и координата максимальной температуры внутри угольного массива, терморазрушающие напря&
жения, предельные значения сбрасываемых тепловых потоков и др.
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пловая безынерционность, т. е. возможность прак�
тически мгновенного включения и выключения
теплового воздействия на обрабатываемый матери�
ал. Отсюда высокая точность регулировки процес�
са нагрева и его воспроизводимость. Достоинством
СВЧ�нагрева является также принципиально вы�
сокий КПД преобразования СВЧ�энергии в тепло�
вую, выделяемую в объеме нагреваемых тел. Тео�
ретическое значение этого КПД близко к 100 %.
Также несомненными преимуществами обладают
СВЧ�сушка, СВЧ�плавление, СВЧ�горение и ряд
других процессов.

В настоящее время имеется целый ряд фунда�
ментальных экспериментальных и теоретических
работ о нагреве микроволновым излучением раз�
личных материалов, включая уголь. Среди работ
по изучению воздействия СВЧ�излучения к наибо�
лее значимым можно отнести теоретические иссле�
дования [1–7]. Также с использованием различных
установок были реализованы экспериментальные
работы о СВЧ�нагреве диэлектрических материа�
лов [8–17]. Математическое моделирование элек�
тромагнитных и тепловых полей при СВЧ�нагреве
диэлектрических сред выполнили В.И. Анфино�
гентов, Г.А. Морозов, Т.К. Гараев и др. специали�
сты Казанского государственного технического
университета им. А.Н. Туполева [18, 19]. В Иркут�
ском государственном техническом университете
Н.П. Коноваловым, П.Н. Коноваловым, В.В. Фед�
чишиным, А.А. Хайдуровой проводились экспери�
ментальные исследования по повышению техниче�
ских характеристик бурого угля воздействием
СВЧ�излучения [20, 21]. Полученные в перечи�
сленных работах результаты вносят весомый вклад
в данную проблематику, но полностью не закрыва�
ют потребности микроволной обработки материа�
лов. Требуется дальнейшее развитие этого напра�
вления исследований, включая, в частности, поиск
аналитически строгих зависимостей нагрева мате�
риала энергией СВЧ�излучения.

Для того чтобы найти оптимальные параметры
СВЧ�нагрева, максимальные температуры, пре�
дельно допустимые тепловые потоки и другие па�
раметры, наиболее эффективен теоретический
подход. Интерес представляют, прежде всего,
строгие аналитические решения, так как с их по�
мощью можно оперативно и с высокой точностью
оценить параметры СВЧ�воздействия на материал.

Данная статья является продолжением работы
[22] тех же авторов, в которой приведены решения
для задачи микроволнового нагрева со смешанны�
ми условиями теплоотвода I и II рода. Рассмотре�
ны более сложные смешанные несимметричные
условия II и III рода, что привело к определенным
трудностям при построении итоговых решений.

Математическая постановка задач 
и построение их решений
Приведем две задачи из этого класса:
Задача 1. Схема задачи приведена на рис. 1.

Рис. 1. Схема микроволнового нагрева угольного слоя с гра&
ничными условиями II и III рода

Fig. 1. Scheme of microwave heating of coal layer with boun&
dary conditions of II and III order

Система уравнений микроволнового нагрева
угольного слоя:

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

где T(x,t) – текущая температура, К; x – попереч�
ная координата, м; t – время, с; a – температуро�
проводность, м2/с; c – удельная теплоемкость,
Дж/кгК; k – коэффициент поглощения в законе
Бугера, 1/м;  – теплопроводность угля, Вт/мК;
Tc1(t) – переменная по времени температура окру�
жающей среды, К; q2(t) – нестационарная плот�
ность теплового потока на нижней поверхности,
Вт/м2; 1 – коэффициент теплоотдачи на верхней
поверхности, Вт/м2К; qv0 – максимальное значе�
ние внутреннего источника тепла, Вт/м3.

Данная система введением новой зависимой пе�
ременной:

(1.5)

приводится к более простой системе уравнений с
однородными граничными условиями:
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– новое распределение источников тепла; ' – пер�
вая производная по времени;

– новое начальное распределение температуры.
Новую систему с неоднородным уравнением

(1.6) и неоднородным начальным условием (1.7)
можно разбить на две [1]. Решение будет иметь
следующий вид: u(x,t)=u1(x,t)+u2(x,t), для каждой
части которого должны выполняться следующие
уравнения:
для u1

(1.10)

(1.11)

и для u2

(1.12)

(1.13)

при «старых» граничных условиях (1.8), (1.9).
Для решения каждой системы нужно найти

собственные значения и собственные функции од�
нородной задачи.

Будем искать функции ui в следующем виде:

Далее находим собственные значения k и соб�
ственные функции i(x) однородной задачи, что
приводит к двум уравнениям:

(1.14)

(1.15)

Решения для i(x) в общем виде выражаются
следующим образом:

Подставляя их в граничные условия, находим:

1)

2) – из этого уравнения вычисля�

ются собственные значения k.
Собственные функции выражаются следую�

щим образом:

где an – члены ряда Фурье. 
Этого достаточно, чтобы найти частные реше�

ния второй задачи (для u2):

Далее составим ряд:

Коэффициенты an можно найти из начального
условия (1.13): 

Это есть разложение заданной функции в три�
гонометрический ряд Фурье по собственным функ�
циям. Сами коэффициенты разложения находятся
по формуле

где n() – собственная функция

r() – весовая функция (в данном случае равная 1).
Пределы интегрирования: a=0, b=.

где

Далее выражаем искомую функцию в следую�
щем виде:

Для поиска решения системы (1.10)–(1.11) от�
носительно u1 воспользуемся применимой в дан�
ном случае теоремой Стеклова VI [1].

В итоге имеем:

Окончательное решение u(x,t) выглядит так:
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(1.16)

После возвращения к исходным переменным
получаем итоговое решение системы (1.1)–(1.4):

(1.17)

Ниже приведены расчетные графики распреде�
ления температуры по глубине слоя и в отдельных
областях угольного слоя по времени, построенные
по выведенным формулам. Рис. 2 демонстрирует
распределение температуры по глубине слоя при
значении числа Фурье, равном 0,35. При таком
значении времени достаточно ограничится лишь
первым членом ряда. Как видно из расчетов, наи�
большая температура достигается в плоскости,
несколько заглубленной в угольном массиве. Так�
же с помощью полученного решения можно отсле�
дить временные изменения в интересующих нас
сечениях (рис. 3): зону максимальной температу�
ры, температуру в центре, на поверхности и др.
На основе этих данных могут быть оценены термо�
разрушающие напряжения, момент зажигания и
др. параметры. Из графиков распределения темпе�

ратуры наблюдается выход к стационарному со�
стоянию, когда тепло, отводимое от слоя, сравни�
вается с теплом, выделяемым источником.

Рис. 2. Распределение температуры по глубине слоя

Fig. 2. Temperatures distribution on depth of layer

Рис. 3. Временная зависимость температуры в разных сече&
ниях угольного слоя: 1 – максимальная температура
по слою; 2 – температура в центре; 3 – температура
на поверхности

Fig. 3. Time dependence of temperature in different sections
of the coal layer: 1 is the maximum temperature of the
layer; 2 is the temperature in the center; 3 is the surface
temperature

Далее перейдем к решению второй задачи из
этого класса с граничными условиями, изменен�
ными, по сравнению с первой задачей, на противо�
положные по поверхностям теплосброса.

Задача 2. Схема задачи приведена на рис. 4. 

Рис. 4. Схема микроволнового нагрева угольного слоя со
смешанными граничными условиями II и III рода

Fig. 4. Scheme of microwave heating of coal layer with mixed
boundary conditions of II and III order
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Система уравнений микроволнового нагрева
угольного слоя:

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Данная система упрощается введением новой
подстановки:

(2.5)

и приводится к системе уравнений относительно
u(x,t) с однородными граничными условиями

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

где

– новое распределение источников тепла; ' – знак
первой производной по времени;

– новое начальное распределение температуры.
Новую систему с неоднородным основным ура�

внением (2.6) и неоднородным начальным услови�
ем (2.7) можно разбить на две [1], если искать ре�
шение в виде суммы двух частных решений
u(x,t)=u1(x,t)+u2(x,t), для каждой части которого
должны выполняться следующие уравнения:
для u1

(2.10)

(2.11)

и для u2

(2.12)

(2.13)

при «старых» граничных условиях (2.8), (2.9).
Для решения каждой системы нужно найти

собственные значения и собственные функции од�
нородной задачи. Предположим, что искомые
функции ui можно представить в виде

Далее находим собственные значения k и соб�
ственные функции i(x) однородной задачи, что
приводит нас к двум уравнениям:

(2.14)

(2.15)

Решения для i(x) в общем виде выражаются
следующим образом:

Подставляя в граничные условия, находим:
1) c1=0;

2) – из этого уравнения находятся

собственные значения k.
Тогда для функций n(x) и n(x) имеем следую�

щие выражения:

где an – постоянная интегрирования.
Этого достаточно, чтобы найти частные реше�

ния краевой задачи для u2:

Далее составляем ряд:

Коэффициенты an можно найти методом орто�
гональности, используя начальное распределение
u2(x,0):

Это есть разложение заданной функции в три�
гонометрический ряд Фурье по синусам.

Коэффициенты разложения находятся по фор�
муле

где n() – собственная функция cos(nx); r() – ве�
совая функция (в данном случае равна 1).

Далее находим искомую функцию:
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Для поиска решения системы (2.10)–(2.11) от�
носительно u1 воспользуемся применимой в дан�
ном случае теоремой Стеклова VI, согласно кото�
рой это решение может быть представлено в виде
ряда Фурье по собственным функциям однородной
задачи (4.1)–(4.2):

Для нахождения коэффициентов bn(t) разло�
жим заданную функцию qv(x,t) в ряд Фурье по соб�
ственным функциям  n(x):

где

Далее подставляем выражения для q(x,t) и
u1(x,t) в (3.1):

Затем, используя (2.15) и сравнивая коэффици�
енты перед n(x), находим уравнение для bn(t):

с начальным условием (2.11), из которого следует:
bn(0)=0 . 

Решение линейного неоднородного дифферен�
циального уравнения имеет вид:

(2.16)

Промежуточное решение u(x,t):

(2.17)

После возвращения к «старым» переменным
получим итоговое решение системы (1.1)–(1.4):

(2.18)

Обсуждение
В статье получены аналитически строгие зави�

симости для задачи СВЧ�нагрева угольного слоя со
смешанными и достаточно произвольными усло�
виями теплоотвода II и III рода, востребованными
техническими приложениями. При построении
указанных решений были использованы следую�
щие основные допущения: постоянство электрофи�
зических и теплофизических свойств угля, одно�
родность и изотропность материала, преимуще�
ственная одномерность распространения тепловой
энергии и др. Это позволило сформулировать зада�
чу нагрева угольного массива, в которой источник
тепла от поглощения микроволнового излучения
подчиняется закону Бугера. Введением новой под�
становки исходная система дифференциальных
уравнений была значительно упрощена. Итоговое
решение было найдено методом суперпозиции ре�
шений двух менее сложных подзадач.

Заключение
Выведенные аналитически строгие решения за�

дачи по СВЧ�термообработке угольного слоя со
смешанными и несимметричными граничными
условиями II и III рода в общем виде допускают
широкий спектр частных упрощенных решений с
возможностью их детального параметрического
анализа. Полученные зависимости позволяют рас�
считать распределение температуры при произ�
вольных режимных параметрах: плотность тепло�
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вого потока на границе, температуру окражающей
среды, начальную температуру и др. Выведенные
решения для температурных полей дают возмож�
ность оценить параметры СВЧ�зажигания уголь�
ного топлива, определить терморазрушающие на�
пряжения, управляющие воздействия автоматизи�
рованного СВЧ�нагрева, реализовать оптимальные
параметры СВЧ�технологии термической обработ�
ки угольных массивов и др. По графикам можно
визуально оценить поведение температуры с тече�
нием времени в различных сечениях слоя.

Параметры СВЧ�нагрева, которые можно най�
ти из полученных решений:
• Исследовав на экстремум найденные темпера�

турные функции, можно найти координату и
значение максимальной температуры.

• При равенстве максимальной температуры
угольного слоя температура зажигания нахо�
дится и момент зажигания.

• Полученные решения также можно использо�
вать для нахождения максимальной разности
температур по угольному слою, которая напря�
мую влияет на уровень опасных терморазру�
шающих напряжений.

• Другие технологические параметры по оптими�
зации, автоматизации.
Выведенные аналитические решения позволя�

ют исследовать оптимизированные режимы СВЧ�
нагрева, которые востребованы инженерной прак�
тикой, что, безусловно, является основой создания
энергоэффективных и экологически безопасных
СВЧ�технологий тепловой обработки угля.
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Relevance of the research is related to the necessity of scientific study of microwave exposure technology parameters for coal, espe&
cially when drying, at thermal treatment, burning intensification and others. Experiments show that use of microwave radiation help re&
duce harmful emissions from coal burning, increase energy efficiency, reduce process time, etc. For optimal conditions of microwave
treatment it is very popular to search for theoretical approaches, in particular, the engineering practice requires analytical solutions for
heat treatment of coal array, which was done in the study.
The aim of the research is to develop strict analytic solutions of the problems of coal layer heating by microwave radiation under the heat
removal of the II and III order, which allow carrying out the parametric analysis of microwave exposure and searching for the most ad&
vantageous modes of heating coal layer.
Methods. The tasks of coal bed heating by microwave radiation with boundary conditions of the II and III order were set with a number
of simplifications, such as persistence of thermal and electrical properties of the material, they are isotropy, one&dimensionality. This
physical process itself is plane electromagnetic wave energy absorption and formation of heat sources in coal array, modeled on the Bou&
guer law. The energy equation in the form of Fourier in this case is considered independently of the Maxwell equations of electrodyna&
mics. A new dependent variable was determined. It modifies the boundary conditions into homogeneous, and simplifies the search of
solutions. As a result, the basic system of equations is divided into two subsystems, and the final solution was found making a superpo&
sition of these two sub&tasks.
Results. The authors have found analytically strong dependences of temperature distribution over the cross section and time for carbon
bed heated by microwave radiation, under heat removal of II and III order of boundary surfaces. These solutions are the basis for opti&
mum parameters of microwave heating technology, a tool to reduce the spread of temperature field on the desired temperature distri&
bution within the layer. They help determine quickly: maximum temperature inside a coal array, coordinates of its location, thermo&des&
tructive voltage, limits of discharged heat fluxes and other.

Key words:
The Fourier heat equation, coal, microwave energy, the Bouguer law, mixed boundary conditions, thermal regime, heat removal.
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