
Введение
Задачи исследования свойств объектов на осно�

ве анализа их структурных характеристик соста�
вляют одно из наиболее важных и перспективных
направлений развития прикладной теории графов.
Графовыми моделями представляются структуры
объектов самой разной природы. Это могут быть
сетевые структуры энергосистем, нефтепроводов,
газопроводов, систем транспорта [1–4], экологиче�
ского мониторинга [5], геоинформационных си�
стем [6], структур баз данных и программных си�
стем [7, 8], систем распознавания образов [9], си�
стем связи, компьютерных сетей [10], радиоэлек�
тронных схем [11] и многих других объектов. Опе�
режающее развитие в этих исследованиях получи�
ло моделирование зависимостей «структура–свой�
ство», особенно для молекулярных структур в хи�
мии и биологии [12, 13]. Здесь широко использу�
ются молекулярные дескрипторы, представляю�
щие инварианты молекулярного графа химическо�
го соединения [14].

Среди перечисленных объектов выделяются
геоинформационные системы и системы экологи�
ческого мониторинга, функционирование которых
сопровождается большими объёмами обработки и
передачи данных. Покажем на этих примерах воз�
можность применения методов анализа структур

данных и, в частности, задачи оценивания сходства
структур для сжатия данных и снижения времени
передачи. С этой целью пространственная модель
геоинформации в виде векторной карты предста�
вляется графовой моделью, где вершинами явля�
ются элементы векторной карты, а рёбра соответ�
ствуют топологическим отношениям между ними.

Графовая модель векторной карты разбивается
на части, например квадраты. После попарного
оценивания сходства графовых моделей каждого
квадрата на основе полученных оценок сходства
квадраты группируются в кластеры. В каждом
кластере выделяется эталонная графовая модель,
имеющая наибольшее сходство с другими объекта�
ми в кластере. В этом случае при передаче данных
полностью передаются только эталоны кластеров,
а для остальных квадратов – их отличия от этало�
на. Если, например, векторная карта разбита на
100 квадратов и сформировано 10 кластеров со
средним сходством 80 %, то объём передаваемых
данных сокращается примерно в три раза.

В пространственно�временных системах, по�
строенных на основе сенсорных сетей, сбор данных
и отображение на векторную карту осуществляет�
ся с датчиков сети. Такие системы применяются,
например, для наблюдения за лесными пожарами,
нефтяными пятнами, гидрологическими объекта�
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Актуальность работы обусловлена тем, что исследования по проблемам сходства структур ограничиваются применением кос�
венных признаков оценивания сходства. Необходимы эффективные алгоритмы определения сходства структур графов на осно�
ве прямых признаков в категориях изоморфизма. Такие алгоритмы могут применяться, например, для сжатия данных при рабо�
те геоинформационных систем и систем экологического мониторинга с векторными картами, для распознавания образов и в
других приложениях. Исследования по применению прямых признаков для оценивания сходства на основе совмещения срав�
ниваемых графов и выделения в них общих частей в виде изоморфных подграфов, названных частичными изоморфизмами,
практически отсутствуют. Считается, что задача определения частичного изоморфизма без полного перебора подстановок сход�
ства не может быть решена. Поэтому актуальными являются исследования по поиску приемлемых решений данной задачи при
ограниченном переборе подстановок сходства.
Цель исследования заключается в разработке метода определения сходства структур графов путём выделения в них наиболь�
шей общей части, т. е. наибольшего частичного изоморфизма.
Методы исследования основаны на применении прикладной теории графов, теории оптимизации и разработки алгоритмов,
моделирования структуры графов сетью автоматов с целью дифференциации вершин.
Результаты. Введены основные понятия и сформулированы положения концепции оценивания сходства структур графов на ос�
нове совмещения вершин и выделения общих подграфов – частичных изоморфизмов. Для сокращения переборов при решении
проблемы определения наибольшего частичного изоморфизма предложено использовать идеи метода дифференциации вер�
шин с помощью моделирования структур графов на основе сетей автоматов. Разработан метод взаимозависимой дифференци�
ации вершин в сравниваемых графах, который позволяет формировать подстановку сходства и соответствующий частичный
изоморфизм, а также алгоритм поиска подстановок сходства, локализованных относительно определенных пар вершин, и алго�
ритм выделения подстановки с наибольшим частичным изоморфизмом. Работа алгоритма поиска подстановки сходства на ос�
нове взаимозависимой дифференциации вершин показана на примере определения сходства двух графов.
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ми. В этом случае тематическая информация,
представленная на векторной карте, также может
быть преобразована в графовую модель. Оценивая
сходство структур графовых моделей через опреде�
ленные промежутки времени, можно наблюдать и
оценивать динамику изменений анализируемых
явлений.

В комплексе исследований по решению задач в
приведенных примерах систем предлагаемая
статья содержит исследования для разработки ме�
тода решения задачи оценивания сходства струк�
тур обыкновенных графов. Для графовых моделей,
где вершинам и рёбрам приписываются атрибуты,
которые отражают, в частности, тематические осо�
бенности элементов векторной карты и их отноше�
ний, решение задачи оценивания сходства упроща�
ется. Наличие эффективных алгоритмов оценива�
ния сходства структур графовых моделей является
основой для успешного решения задач сжатия дан�
ных и, соответственно, снижения времени переда�
чи в системах, работающих с векторными картами.

В составе математических инструментов, раз�
рабатываемых для анализа структурных свойств
объектов и установления зависимостей «структу�
ра–свойство», методы оценивания сходства струк�
тур также занимают важное место. Среди задач
анализа структур графов проблема определения
сходства в виде количественной меры изоморфиз�
ма является наиболее сложной. В практических
приложениях часто оказывается важнее оценить
сходство структур, чем получить однозначный от�
вет по результатам проверки на изоморфизм, т. е.
установить наличие или отсутствие полного сход�
ства. Сюда же относится получение инвариантного
описателя структуры и вычисление для него пол�
ного инварианта, по которым легко устанавлива�
ется изоморфизм графов.

Теперь уже можно констатировать, что пробле�
ма получения инвариантного описателя структу�
ры, вычисления полного инварианта и проверки
на изоморфизм успешно решена [15, 16]. Что каса�
ется сходства структур, оцениваемого частичным
изоморфизмом, то заметных продвижений в реше�
нии этой проблемы не происходит. Основные ис�
следования по проблемам сходства сосредоточены
на разработке методов опосредованного оценива�
ния сходства структур на основе сопоставления
инвариантов, различных дескрипторов [17–19].

Это направление исследований получило большое
развитие и практическое применение в компью�
терной химии [20–23].

Известные подходы к определению сходства
структур ограничиваются сравнением косвенных
признаков и не рассматривают возможности при�
менения прямых признаков, связанных с изомор�
физмом. В данной статье проблема определения
сходства рассматривается как выделение в сравни�
ваемых графах G и H максимальной общей части –
графа Q. Для решения проблемы в такой формули�
ровке необходимо перебрать все возможные под�
становки вершин графов G и H и в каждой из них
определить число совместившихся рёбер, образую�
щих общую часть. Подстановку с наибольшим чи�
слом рёбер mQ в общей части Q, по аналогии с под�
становкой изоморфизма, будем именовать подста�
новкой сходства. Если графы G и H изоморфны, то
для них подстановки сходства будут совпадать с
подстановками изоморфизма.

Подстановка сходства с числом рёбер mQ в об�
щей части Q, в отличие от опосредованного оцени�
вания с косвенными оценками сходства, оценивает
сходство структур графов G и H в явном виде. На
рис. 1 приведён пример графов G и H и подстанов�
ка сходства, порождающая общую часть в виде
графа Q.

Общая часть в виде графа Q в графах G и H вы�
делена жирными рёбрами. Справа на рис. 1 пока�
зан граф Q, вершины которого соответствуют па�
рам номеров из подстановки сходства. Первый но�
мер в парах подстановки указывает вершину из
графа G, а второй – из графа H.

Говорить о преимуществах косвенной или яв�
ной оценок сходства нет оснований, т. к. предпоч�
тения по их применению определяются целями
анализа сходства структур. Отметим лишь, что
проблема вычисления явной оценки сходства
структур является сложной и относится к нереша�
емым задачам. Метод выделения частичного под�
графа в сравниваемых графах, предложенный в
работе [24], имеет ограниченные возможности и
способен сравнивать графы только с равными сте�
пенными инвариантами. Ниже предлагаются ре�
зультаты исследований, направленные на разра�
ботку метода вычисления явной оценки сходства
графов, которые могут содержать равные и нерав�
ные числа вершин и рёбер.
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Рис. 1. Пример подстановки сходства

Fig. 1. Example of the similarity substitution
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Подстановки сходства и их оценивание
Проблему сходства будем рассматривать для

двух обыкновенных графов: G=(EG,UG), EG={ei},
i=1,2,…,nG, UG={(ei1

,ei2
)}, i1i2, |UG|=mG и H=(EH,UH),

EH={ej}, j=1,2,…,nH, UH={(ei1
,ei2

)}, j1j2, |UH|=mH. Бу�
дем также считать, что для сравниваемых графов
G и H соблюдается условие nGnH. На соотношения
величин mG и mH ограничения не накладываются.
Предполагается, что графы G и H являются связ�
ными. При этом граф Q, сформированный для под�
становки сходства, может быть как связным, так и
несвязным. Принимается также, что nQ=nG, т. е.
граф Q общей части может содержать одну или нес�
колько компонент связности, в том числе и изоли�
рованные вершины.

Решение задачи определения сходства графов G
и H заключается в формировании всех подстано�
вок сходства и выбора среди них такой подстанов�
ки, которая соответствует общей части Q с наи�
большим значением mQ. Число перебираемых под�
становок сходства при nG=nH составляет nG!, а при
nG<nH увеличивается на число сочетаний из nH по
nG. Для графов, содержащих более 15–20 вершин,
выполнить такие переборы уже невозможно. Поэ�
тому основные исследования при разработке мето�
да будут направлены на сокращение перебираемых
подстановок.

Величина mQ, равная числу рёбер в общей части
Q, применима при сравнении подстановок сход�
ства. Для оценивания сходства графов G и H нуж�
на другая оценка, учитывающая параметры срав�
ниваемых графов. Если графы G и H имеют равные
степенные инварианты, т. е. nG=nH и mG=mH, то
оценку сходства (G, H) можно определить отно�
шением mQ/mG [24]. В нашем случае, когда на пара�
метры nG, nH и mG, mH не накладывается требование
равенства, в качестве оценки сходства ~(G,H)
предлагается следующее отношение:

(1)

Величины mG/nG и mH/nH в выражении (1) опре�
деляют средние значения степеней вершин в гра�
фах G и H. Учитывая, что nQ=nG, величина mQ/mG

также равна среднему значению степеней вершин
графа Q. Очевидно, что эта величина не может пре�
высить значение mG/nG, в то время как значение
mH/nH может быть превышено.

Такая ситуация вполне допустима, если
(mG/nG)>(mH/nH) и при этом на множестве вершин
EQEH, заданном подстановкой сходства, располо�
жен подграф GHQ с числом рёбер mHQmQ. В этом
случае, согласно (1), мы можем получить
~(G,H)=1. Таким образом, при (mG/nG)>(mH/nH)
возможно (mQ/nG)>(mH/nH), что противоречит по�
нятию оценки сходства как доли совпадения гра�
фов. Данное противоречие устраняется, если в вы�
ражении (1) величину mH/nH заменить на mHQ/nG.
Тогда (1) запишется в следующем виде:

(2)

Заметим, что в выражении (2) граф H предста�
влен только подграфом GHQ. Согласно (2) (G,H)=1,
если mQ=mG=mHQ.

При оценивании сходства могут учитываться и
другие факторы. Например, если при nH>nG в гра�
фе H удаётся выделить несколько подстановок
сходства с наибольшими значениями mQ, то это мо�
жет расцениваться как увеличение сходства. Учёт
подобных факторов при оценивании сходства не
вызывает больших трудностей и может осущест�
вляться исходя из целей анализа сходства в кон�
кретных приложениях. Таким образом, для оце�
нивания сходства структур графов на основе под�
становок сходства могут использоваться различ�
ные оценки явного типа. При разработке методов
анализа сходства на основе таких оценок важно
научиться ограничивать перебор при выделении
подстановок сходства.

Основные положения метода выделения 
частичного изоморфизма
Сравнивая протекание процессов свободной и

зависимой дифференциации вершин структур гра�
фов G и H с равными степенными инвариантами
[16], легко установить наличие или отсутствие
полного сходства структур графов. При полном
сходстве графов G и H достигается полная диффе�
ренциация вершин и формируется подстановка
изоморфизма. Несовпадение процессов дифферен�
циации на любом шаге интеграции кодов струк�
турных различий означает отсутствие полного
сходства структур. В этом случае дифференциация
вершин достигает некоторого состояния, по кото�
рому косвенно можно судить об уровне сходства
структур сравниваемых графов.

В предлагаемом исследовании нас интересует
не косвенное, а прямое оценивание сходства струк�
тур в категориях частичного изоморфизма, когда в
графах G и H процесс дифференциации вершин
следует подчинить поиску подстановки сходства,
доставляющей наибольший частичный изомор�
физм этих графов.

Введение понятия частичного изоморфизма
для графов с равными степенными инвариантами
является вполне естественным и отражает ситуа�
цию, когда подстановка изоморфизма отсутствует.
В этом случае подстановку с наибольшим числом
совмещенных рёбер будем именовать подстанов�
кой сходства. Такая подстановка определяет ча�
стичный изоморфизм графов G и H, которому соот�
ветствует общая часть Q с наибольшим числом рё�
бер mQ.

Для графов G и H с неравными степенными ин�
вариантами частичный изоморфизм будем опреде�
лять относительно подграфа GHQ, выделяемого в
графе H подстановкой сходства с общей частью Q.
Любая подстановка вершин в сравниваемых гра�
фах G и H соответствует некоторой общей части Q,
содержащей mQ рёбер. Здесь, как и в случае рав�
ных степенных инвариантов, частичный изомор�

( , ) / max( , ).Q G HQG H m m m 

�( , ) ( / ) / max( / , / ).Q Q G G H HG H m n m n m n 
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физм соответствует подстановке сходства с наи�
большей общей частью. В случае, если общая часть
Q включает все рёбра графа G, то имеет место изо�
морфное вложение графа G в граф H [7]. Согласно
выражению (2) для данного случая оценка сход�
ства (G,H)=1.

Задача определения частичного изоморфизма
графов G и H со степенными инвариантами
S(G)S(H) требует перебора и анализа CnG

nH
nG! под�

становок. При определении изоморфизма пробле�
му переборов удалось решить на основе метода
дифференциации вершин, в котором модель струк�
туры графа представляется сетью автоматов [16].
Функционирование такой динамической системы
в дискретном времени позволило улавливать раз�
нообразие отношений между структурными разли�
чиями и на этой основе дифференцировать верши�
ны структуры. Поэтому в предлагаемом методе
оценивания сходства структур графов основные
надежды на сокращение переборов также связыва�
ются с применением процессов дифференциации
вершин.

Подстановка сходства и подстановка изомор�
физма имеют принципиальные отличия. Главное
отличие заключается в том, что в подстановке
сходства допускается любая пара вершин из мно�
жества EGEH, а в подстановке изоморфизма, на�
пример, пары вершин с разными степенями недо�
пустимы.

Для пар вершин в подстановке сходства не су�
ществует характеристик, равенство которых вос�
принималось бы как необходимое условие частич�
ного изоморфизма. Это говорит о том, что никакие
базовые (вычисляемые), скрытые и виртуальные
структурные различия [16] не могут непосред�
ственно применяться в процессе дифференциации
вершин при поиске подстановки сходства и соот�
ветствующего частичного изоморфизма в виде гра�
фа Q.

Таким образом, можно констатировать, что
главным препятствием для применения метода
дифференциации вершин является отсутствие ба�
зового структурного различия для формирования
начальной дифференциации. Совпадение таких
структурных различий у вершин в парах подста�
новки сходства должно было бы восприниматься
как необходимое условие частичного изоморфизма.

Метод дифференциации на основе сети автома�
тов сталкивается с аналогичной ситуацией при
определении изоморфизма для однородных и сим�
метричных графов. Начальная дифференциация в
этом случае выполнялась путём введения вирту�
ального различия. Этим же правилом предлагает�
ся воспользоваться при определении частичного
изоморфизма. При этом сравниваемые графы G и
H должны рассматриваться как однородные, т. к.
в подстановках сходства допускаются любые пары
вершин из этих графов.

Первое положение метода отражает необходи�
мость искусственно принимать графы G и H одно�
родными и вводить виртуальные различия для по�

лучения начальной дифференциации. Данное по�
ложение является принципиально важным и во
многом определяет сущность предлагаемого мето�
да дифференциации вершин при поиске частично�
го изоморфизма. В соответствии с данным положе�
нием процесс дифференциации вершин в графах
происходит на основе скрытых различий, обнару�
живаемых при функционировании модели струк�
туры в виде сети автоматов. Скрытые различия в
данном случае порождаются разнообразием отно�
шений между виртуальными различиями в соот�
ветствии со структурой графа.

Второе положение связывается с устранением
несовпадений, возникающих при сравнении про�
цессов дифференциации вершин в графах G и H.
Сравнение процессов дифференциации произво�
дится на уровне однородных групп, которые в гра�
фах G и H на каждом шаге интеграции кодов
структурных различий должны совпадать. Это до�
стигается «удалением» несовмещающихся рёбер.
При сравнении однородных групп необходимо вы�
брать минимальное число рёбер, удаление которых
приводит к совпадению групп. Дифференциация
вершин с взаимно согласованным в графах G и H
удалением рёбер названа взаимозависимой. Ре�
зультатом взаимозависимой дифференциации яв�
ляется получение инвариантного описателя общей
части в виде графа Q. На основе инвариантного
описателя формируется подстановка сходства ча�
стичного изоморфизма и при необходимости пол�
ный инвариант P(Q) графа Q.

Третье положение также направлено на устра�
нение несовпадений при сравнении однородных
групп вершин в графах G и H. Согласно этому по�
ложению некоторые вершины с разными кодами
структурных различий искусственно принимают�
ся равными, т. е. различие таких вершин маскиру�
ется. Правило выполнения данной операции наз�
вано правилом маскирования. Чаще всего правило
маскирования применяется в ситуациях, когда в
некотором k�м состоянии моделей структур при�
нять однозначное решение по продолжению про�
цесса дифференциации не удаётся. После примене�
ния данного правила и выполнения одного или
нескольких шагов дифференциации появляется
дополнительная информация для принятия одноз�
начного решения. Это позволяет вернуться в k�е со�
стояние и принять решение. Алгоритм принятия
решения в данном случае можно сравнить с дей�
ствиями шахматиста, который перед тем как сде�
лать очередной ход, просчитывает несколько хо�
дов вперёд.

Четвёртое положение устанавливает основные
правила организации поиска подстановки сход�
ства ZGH с наибольшей общей частью Q. При опре�
делении изоморфизма для однородных графов G и
H с помощью алгоритма свободной (ISD�F) и зави�
симой (ISD�D) интеграции кодов структурных раз�
личий [15, 16] виртуальное различие в графе G вво�
дится для одной (любой) вершины, а в графе H –
последовательно всем вершинам. Процесс диффе�
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ренциации в графе G с помощью алгоритма ISD�F
выступает в роли эталона при выполнении диффе�
ренциации в графе H с помощью алгоритма ISD�D.

Аналогично при определении частичного изо�
морфизма с помощью алгоритма взаимозависимой
(ISD�ID) интеграции кодов структурных различий
о достигнутом уровне сходства будем судить по
процессу дифференциации в графе G. Величиной
mG

k обозначим число рёбер, удаленных в графе G на
шагах 1,2,…,k интеграции. Чем меньше значение
mG

k, тем выше уровень сходства.
В процессе взаимозависимой дифференциации

вершин в графах G и H текущее значение mG
k будем

сравнивать с достигнутым ранее минимальным
значением mG

*. Если mG
kmG

*, то продолжать процесс
дифференциации не имеет смысла. Здесь величина
mG

* является нижней границей достигнутого ранее
уровня сходства при поиске подстановки сходства
по схеме метода ветвей и границ.

Использование условия mG
kmG

* для прерывания
процесса дифференциации позволяет существенно
сократить объем вычислений при поиске подста�
новки сходства. Процесс взаимозависимой диффе�
ренциации запускается nH раз после введения вир�
туального различия для каждой вершины графа
H. Поэтому для сокращения вычислений важно
получать минимальные значения mG

* уже на пер�
вых запусках. На рис. 2 показана схема последова�
тельного введения виртуальных различий для за�
пуска процессов дифференциации при поиске под�
становки сходства ZGH в графах G и H, содержащих
5 и 6 вершин.

Рис. 2. Схема запуска процессов дифференциации

Fig. 2. Scheme of the differentiation processes startup

В каждой подстановке Zij одна пара вершин
(ei,ej) задаётся при введении виртуальных разли�
чий. На рис. 2 эти пары связаны с множествами EG

и EH сплошными линиями. Остальные пары в под�
становках определяются в ходе взаимозависимой
дифференциации. Примеры таких пар показаны
пунктирными линиями. Подстановка Z1,3=ZGH, вы�
деленная жирными линиями, соответствует под�
становке сходства с минимальным значением mG

*.
Подводя итог обсуждения основных положе�

ний метода оценивания сходства структур, отме�
тим, что они сформулированы исходя из полного
отрицания возможного существования вычисля�

емых структурных различий вершин графов для
определения частичного изоморфизма. Поэтому
введение виртуального различия в данном случае
не следует рассматривать как аналог некоторой
вычисляемой характеристики, равной для пары
вершин в сравниваемых графах. Здесь правильнее
говорить о наделении этих вершин безусловным
правом присутствовать в подстановке сходства Zij в
качестве пары. Такие пары вершин: (ei,ej), eiEG, 
ejEH, показаны на рис. 2. Они задают начальную
дифференциацию вершин в графах G и H. При
этом в ходе поиска подстановки сходства ZGH все
вершины ejEH в паре с вершиной eiEG будут по�
следовательно наделяться таким правом. Все
остальные пары вершин в подстановках сходства
будут определяться в процессе взаимозависимой
дифференциации на основе выделения скрытых
структурных различий в отношениях между вер�
шинами.

Алгоритм вычисления подстановки сходства Zij

Поиск подстановки сходства Zij выполняется
для двух графов G и H, при условии, что в каждом
из них выделено по одной вершине eiEG и ejEH,
которым присвоены равные коды виртуальных
различий, т. е. пара вершин (ei,ej) заведомо вводит�
ся в Zij. Графы G и H представлены списками инци�
денторов {ei(F(ei))} и {ej(F(ej))}. При этом предпола�
гается, что nGnH, а соотношение между величина�
ми mG и mH не устанавливается.

Алгоритм поиска Zij входит в состав общего ал�
горитма определения частичного изоморфизма с
получением подстановки сходства ZGH. Общий ал�
горитм осуществляет выбор ZGH из nH подстановок
Zij, согласно четвертому положению метода, и бу�
дет изложен в следующем разделе. Подстановка
Zij, в отличие от ZGH, выделяется относительно од�
ной из вершин ej графа H и вершины ei графа G.
При поиске подстановки ZGH для выбранной в гра�
фе G вершины ei просматриваются все вершины ej в
графе H.

Напомним также, что подстановка Zij должна
соответствовать графу Q с наибольшим числом рё�
бер mQ или минимальному числу рёбер mG

*, удалён�
ных из графа G в процессе взаимозависимой диф�
ференциации вершин в графах G и H. Поэтому при
поиске Zij, так же как и ZGH, будет применяться че�
твёртое правило, исключающее продолжение по�
иска заведомо неперспективного варианта.

Функциональная схема алгоритма поиска под�
становки сходства Zij приведена на рис. 3.

В блоке 1 по заданным вершинам eiEG и ejEH

формируется начальная дифференциация вершин
в виде векторов D0(G)={di

0} и D0(H)={dj
0}. Вершине ei

в векторе D0(G) и вершине ej в векторе D0(H) прис�
ваивается код виртуального различия di

0=2 и
dj

0=2. Остальные позиции в векторах D0(G) и D0(H)
получают коды di

0=dj
0=1. Значения di

0 и dj
0 в векто�

рах D0(G), D0(H) принимаются в качестве состоя�
ний автоматов соответствующих вершин.

EG EH 

Z1,1 Z1,2 Z1,3=ZGH Z1,4 Z1,5 Z1,6 
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Рис. 3. Схема алгоритма поиска Zij

Fig. 3. Scheme of the Zij searching algorithm

В блоках 2 и 3 автоматы обмениваются между
собой состояниями и формируют списки инциден�
торов в виде {di

0(F(di
0))} и {dj

0(F(dj
0))}. Эти списки по�

ступают в блок 4, где выполняются основные опе�
рации взаимозависимой дифференциации вершин
в графах G и H. Основная цель выполнения 4�го
блока заключается в анализе сходства списков
{di

0(F(di
0))} и {dj

0(F(dj
0))} и, при необходимости, уста�

новлении взаимно�однозначного соответствия
между однородными группами в этих списках.
Если соответствие между однородными группами
отсутствует, т. е. {di

k(F(di
k))}~ {dj

k(F(dj
k))}, то оно до�

стигается преобразованием инциденторов в запи�
сях  di

k(F(di
k))d~i

k(F(d~i
k)} и dj

k(F(dj
k))d~j

k(F(d~j
k)} так,

чтобы соответствие соблюдалось, т. е.
d~i

k(F(d~i
k))d~j

k(F(d~j
k)}. Здесь знаки (~ ), () обознача�

ют отсутствие и наличие соответствия.
Алгоритм преобразования инциденторов F(dj

k)
и F(dj

k) для установления соответствия между од�
нородными группами рассмотрим на примере
определения частичного изоморфизма графов G и
H, представленных на рис. 4.
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Рис. 4. Пример определения подстановки Z1,1 частичного изоморфизма графов G и H

Fig. 4. Example of finding substitution Z1,1 of graphs G and H partial isomorphism

( ( ))i ie F e  
0 0( ( ))i id F d  

1 1( ( ))i id F d  
2 2( ( ))i id F d 3 3( ( ))i id F d 4 4( ( ))i id F d 5 5( ( ))i id F d  

6 6( ( ))i id F d
1(2,3,4) 2 - 2 - 2 - 2 - 2 - 2 - 2(3,6,7) 
2(1,5,7) 1(1,1,2) 3(1,1,2) 3(1,2,4) 3(2,4,5) 6 - 6 - 6(2,4,5) 
3(1,6,8) 1(1,1,2) 3(1,1,2) 3(1,1,2) 3(1,1,2) 3(1,1,2) 3 - 3(1,2,8) 
4(1,5,6) 1(1,1,2) 3(1,1,2) 3(1,2,4) 3(1,2,4) 3(1,2,4) 7 - 7(2,4,8) 
5(2,4,7,8) 1(1,1,1,1) 1(1,1,3,3)* 4 - 4 - 4 - 4 - 4(1,5,6,7) 
6(3,4,7,8) 1(1,1,1,1) 1(1,1,3,3)* 1(1,1,3,3) 1(1,3,3,5) 1(1,3,3,5) 1(1,3,5,7) 8(1,3,5,7) 
7(2,5,6,8) 1(1,1,1,1) 1(1,1,1,3) 1(1,1,3,4)* 5 - 5 - 5 - 5(1,4,6,8) 
8(3,5,6,7) 1(1,1,1,1) 1(1,1,1,3) 1(1,1,3,4)* 1(1,3,4,5) 1(1,3,4,5) 1(1,3,4,5) 1(3,4,5,8) 
 

( ( ))j ije F e  
0 0( ( ))j jd F d 1 1( ( ))j jd F d  

2 2( ( ))j jd F d 3 3( ( ))j jd F d 4 4( ( ))j jd F d 5 5( ( ))j jd F d  
6 6( ( ))j jd F d

1(2,3,5) 2 - 2 - 2 - 2 - 2 - 2 - 2(3,6,7) 
2(1,5,7,8) 1(1,1,1,2) 3(1,1,2,3) 3(1,2,3,4) 3(1,2,3,4) 3(1,2,4,6)* 7 - 7(2,4,6,8) 
3(1,4,6,7) 1(1,1,1,2) 3(1,1,1,2) 3(1,1,2,4) 3(1,1,2,4) 3(1,1,2,4)* 3 - 3(1,1,2,4) 
4(3,6,9) 1(1,1,1) 1(1,1,3) 1(1,1,3) 1(1,1,3) 1(1,1,3) 1(1,1,3) 1(1,1,3) 
5(1,2,7,10) 1(1,1,1,2) 3(1,1,2,3) 3(1,2,3,4) 3(2,3,4,5) 6 - 6 - 6(2,4,5,7) 
6(3,4,8,9) 1(1,1,1,1) 1(1,1,1,3) 1(1,1,1,3) 1(1,1,1,3) 1(1,1,1,3) 1(1,1,1,3) 1(1,1,3,8) 
7(2,3,5,10) 1(1,1,1,1) 1(1,3,3,3) 4 - 4 - 4 - 4 - 4(3,5,6,7) 
8(2,6,9,10) 1(1,1,1,1) 1(1,1,1,3) 1(1,1,1,3) 1(1,1,3,5) 1(1,1,3,5) 1(1,1,5,7) 8(1,1,5,7) 
9(4,6,8) 1(1,1,1) 1(1,1,1) 1(1,1,1) 1(1,1,1) 1(1,1,1) 1(1,1,1) 1(1,1,8) 
10(5,7,8) 1(1,1,1) 1(1,1,3) 1(1,3,4) 5 - 5 - 5 - 5(4,6,8) 
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В примере на рис. 4 рассмотрен общий случай,
когда графы G и H имеют разные числа вершин,
рёбер и произвольные значения степеней. Процесс
взаимозависимой интеграции кодов структурных
различий (алгоритм ISD�ID) при поиске подстанов�
ки Zij во многом соответствует общим правилами
дифференциации вершин [16]. Процесс дифферен�
циации в этом случае дополняется алгоритмом
анализа состояний моделей с целью установления
соответствия между инциденторами в однородных
группах (блок 4 на рис. 3).

Однородные группы, содержащие не менее
двух вершин в графах G и H, с кодами d на k�м ша�
ге дифференциации, будем обозначать Ed

k(G) и
Ed

k(H). Из рис. 4 следует, что однородные группы
E1

0(G) и E1
0(H) по составу инциденторов F(di

0) и F(dj
0)

разбиваются на группы E3
1(G), E1

1(G) и E3
1(H),

E1
1(H). Для перевода моделей из состояния D1 в со�

стояние D2 необходимо сопоставить инциденторы в
соответствующих группах E1

1(G), E1
1(H) и E3

1(G),
E3

1(H). Примеры сопоставления инциденторов в
группах E1

1(G), E1
1(H) и E1

2(G), E1
2(H) для переходов

D1D2 и D2D3 приведены на рис. 5.
Цель сопоставления групп заключается в выде�

лении пар инциденторов (F(di
k), F(dj

k)), которые в
наибольшей степени соответствуют друг другу.
Степень соответствия, при условии |Ed

k(G)|2, будем
оценивать величиной ij

k:

(3)

где ij
k – число совпадающих пар кодов (di

k,dj
k),

включая одну пару единичных кодов; ij
k – число

совпадающих пар единичных кодов в инциденто�
рах F(di

k) и F(dj
k). Чем больше величина ij

k, тем вы�
ше степень соответствия инциденторов. В процессе
дифференциации величина |E1

k(G)| уменьшается, а
степень соответствия возрастает. Заметим также,
что для изоморфных графов G и H, при достижении
полной дифференциации вершин, величина ij

k=1.
В примере значения,  1

5,7= 1
6,7=(3+0/3)/4=3/4

для k=1 являются наибольшими. На рис. 5 данные
соответствия выделены жирными линиями. Тон�
кими линиями отмечены соответствия между па�

рами инциденторов, для которых
 1

7,6= 1
7,8= 1

8,6= 11
8,8=(2+2/3)/4=8/12. Пунктирной ли�

нией показано соответствие  1
8,10=(2+1/3)/4=7/12.

Для k=2 наибольшее значение имеет  2
7,10= 2

8,10=
=(3+0/2)/4=3/4, а, например, 2

6,4=2
6,6=(2+1/2)/4=5/8,

 2
6,10=(2+0/2)/4=2/4.

В каждой группе пары инциденторов с наи�
большими оценками ij

k анализируются на предмет
присвоения кодов di

k+1=dj
k+1. Предпочтение отдаёт�

ся возможности присвоения уникальных кодов
при наличии взаимно�однозначного соответствия,
как, например, для пары F(d2

3)=(2,4,5) и
F(d5

3)=(2,3,4,5) с оценкой  3
2,5=3/4 из групп E3

3(G) и
E3

3(H) на рис. 4.
Второй по предпочтению является ситуация,

когда инцидентору в одной группе присваивается
уникальный код, а в другой группе несколько ин�
циденторов являются альтернативными. Такие си�
туации показаны на рис. 5, где альтернативные па�
ры выделены жирными линиями. Аналогичная си�
туация возникла также в группе E3

4(H). На рис. 4
альтернативные инциденторы помечены *. Это оз�
начает, что после достижения полной дифферен�
циации необходимо процесс поиска Zij продолжить
через другие альтернативные инциденторы. В при�
мере это инциденторы F(d2

4), F(d8
2), F(d6

1).
Третья ситуация возникает в случае, если вну�

три однородных групп Ed
k(G) и Ed

k(H) по наиболь�
шим значениям оценок ij

k выделяются новые одно�
родные группы.

Если полная дифференциация не достигнута и
ни одна из перечисленных ситуаций не возникает,
то это означает наличие устойчивых групп [25].
В этом случае процесс дифференциации продол�
жается согласно общим правилам на основе введе�
ния виртуальных различий.

Подстановка 
Z1,1={ei,ej}={(1,1),(2,5),(3,3),(4,2),(5,7),(6,8),(7,10),(8,6)},
полученная в примере на рис. 4, отражает первое
прохождение процесса дифференциации. Поэтому
оценку сходства (G,H)=11/14 можно рассматри�
вать как нижнюю границу, которая может быть
улучшена при продолжении поиска Z1,1 через аль�

( ( 1) / ( ( ) 1)) / max( , ),k k k k
ij ij ij d i jE G s s     
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Рис. 5. Примеры сопоставления инциденторов

Fig. 5. Example of incidentors comparison
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тернативные инциденторы. Для сокращения вы�
числений при поиске через альтернативные инци�
денторы на каждом k�м шаге, согласно 4�му поло�
жению метода, вводится промежуточная оценка
сходства, по которой определяется перспектив�
ность продолжения поиска.

Подстановке Z1,1 соответствует граф Q, рёбра
которого в графах G и H на рис. 4 выделены жир�
ными линиями, а вершины соответствуют инте�
гральному описателю структуры (ISD) графа Q. По
данному описателю можно сформировать полный
инвариант P(Q) графа Q: 
P(Q)={1(3,8),2(3,6,7),3(1,2),4(5,6,7),5(4,6,8),6(2,4,5),7(2,4,8),8(1,5,7)}.

Алгоритм вычисления подстановки ZGH

Подстановка Zij соответствует частичному изо�
морфизму графов G и H, который локализован от�
носительно пары вершин (ei,ej). Предлагаемый ни�
же алгоритм организует перебор подстановок Zij,
i=const, j=1,2,…,nH и выделяет среди них подста�
новку ZGH, определяющую частичный изоморфизм
в виде графа Q с наибольшим значением mQ. В этом
случае последовательно оценивается эффектив�
ность совмещения одной из вершин графа G с вер�
шинами графа H.

Здесь важно отметить, что в частичном изомор�
физме Q* графов G и H, полученном в результате
полного перебора, в соответствующей подстановке
Z *

GH будет присутствовать одна из nH пар (ei,ej). Если
при этом удастаться доказать, что оценка mQ ча�
стичного изоморфизма с подстановкой ZGH, лока�
лизованного относительно этой пары (ei,ej), совпа�
дает с оценкой mQ* подстановки Z *

GH, то проблему
частичного изоморфизма можно считать решен�
ной. Пока такого доказательства нет, говорить о
нахождении наилучшей подстановки сходства ZGH

с помощью данного алгоритма можно лишь в слу�
чае, если mQ=mG. О высоком сходстве графов G и H
можно говорить также, если

Рассмотрим более подробно основные операции
алгоритма.

1. Формирование исходного состояния моделей
графов G и H. В исходном состоянии модели дол�
жны иметь начальную дифференциацию вершин,
которая достигается введением виртуальных раз�
личий. С этой целью в графах G и H выбирается по
одной вершине ei и ej. Предпочтение отдаётся вер�
шинам с максимальным значением степеней. Же�
лательно также, чтобы степени вершин в паре
(ei,ej) совпадали или были близки. Данным верши�
нам присваиваются коды di

0=dj
0=2. Остальные вер�

шины графов получают единичные коды.
Предполагается, что при выборе вершин с вы�

сокими значениями степеней создаются условия
для получения Zij с более высокой оценкой mQ. Это
позволяет сократить вычисления при последую�
щем поиске подстановки ZGH.

2. Вычисление подстановки Zij. Подстановка
вычисляется по алгоритму, изложенному в пред�
ыдущем разделе. После достижения первого вари�

анта полной дифференциации вершин и получе�
ния Q, как это показано на рис. 4, определяется
значение нижней границы в виде числа m0

GQ не сов�
местившихся рёбер графов G и Q, m0

GQ=mG–mQ. По�
следующий поиск лучшего варианта Zij осущест�
вляется с учётом проверки на k�м шаге условия
mG

km0
GQ. Здесь mG

k – суммарное число рёбер в графе
G, подлежащих удалению на k�м шаге. При соблю�
дении этого условия делается переход к следующе�
му альтернативному инцидентору. Если удаётся
получить Zij с лучшей оценкой mQ, то нижняя гра�
ница m0

GQ пересчитывается и процесс поиска про�
должается.

3. Смена вершины ej в паре (ei,ej). Новая верши�
на ej назначается в пару (ei,ej) среди тех вершин, ко�
торые не выбирались ранее и имеют степень sj, на�
иболее близкую к si. Далее с помощью операции 2
выполняется поиск Zij для новой пары (ei,ej). При
этом используется достигнутое ранее значение ни�
жней границы m0

GQ. Выполнение операций 2 и 3
повторяется до выбора всех ej из графа H.

4. Выделение подстановки ZGH и формирование
графа Q. Подстановка Zij, которая соответствует
текущему значению нижней границы m0

GQ, прини�
мается в качестве ZGH. По соответствующим спис�
кам записей {dj(F(dj))} определяется граф Q и его
полный инвариант P(Q). Достигнутое сходство
графов оценивается величиной (G,H) по выраже�
нию (2).

Оба алгоритма по большей части изложены на
функциональном уровне, многие действия при
этом подробно не раскрываются. Например, дей�
ствия по определению оценки mG

k требуют дополни�
тельной проработки. Здесь на основе анализа со�
стояний {di

k(F(di
k))} и {dj

k(F(dj
k))} необходимо выде�

лить в графе G рёбра, которые безусловно не смогут
быть совмещены. При этом может оказаться, что
применение оценок mG

k не даст ожидаемого эффек�
та. В этом случае процессы дифференциации через
все альтернативные инциденторы будет выгоднее
доводить до конца или использовать оценки mG

k в
особых случаях.

В изложенном виде алгоритмы оценивают
сходство графов G и H, на которые не накладыва�
ются какие�либо ограничения. Вместе с тем воз�
можны многие частные случаи, например, когда
nG=nH или, если графы относятся к определённым
типам, являются однородными и т. п. Во всех этих
случаях алгоритмы могут учитывать конкретную
специфику. В последующих исследованиях все по�
добные вопросы будут решаться при более деталь�
ной алгоритмизации, программировании и прове�
дении экспериментальных исследований по анали�
зу эффективности применения алгоритмов для
оценивания сходства структур графов.

Заключение
Сходство структур графов в статье предложено

оценивать, используя меру частичного изоморфиз�
ма. Полное сходство структур графов соответству�
ет их изоморфизму, а неполное (частичное) сход�

{ }.max
HQ

Q HQG
m m
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ство – частичному изоморфизму. В качестве меры
частичного изоморфизма принято наибольшее чи�
сло совместившихся рёбер, которое может быть до�
стигнуто при переборе всех вариантов совмещения
(подстановки) вершин графов.

Разработке методов поиска подстановки, доста�
вляющей наибольшее число совместившихся рё�
бер, посвящена данная статья. Основу метода со�
ставляет процесс взаимозависимой дифференци�
ации вершин в сравниваемых графах, разработан�
ных для определения их сходства в виде частично�
го изоморфизма. Метод не гарантирует достиже�
ние наибольшего частичного изоморфизма, но в
практических применениях вполне возможны си�

туации, где оценивание сходства допустимо с неко�
торой погрешностью.

Основным достижением данной работы являет�
ся решение, пусть и не точное, сложнейшей про�
блемы определения сходства структур графов на
основе частичного изоморфизма. Предложенный
метод создаёт теоретическую основу для разработ�
ки частных и более эффективных алгоритмов, учи�
тывающих конкретные особенности сравниваемых
графов и условия постановки задач. Развитие ме�
тода в этом направлении будет сопровождаться бо�
лее полной алгоритмизацией операций, програм�
мированием и экспериментальными исследова�
ниями эффективности.
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The urgency of the discussed issue is caused by the fact, that known approaches for the structures similarity estimation are limited by
using a set of indirect properties. Effective similarity estimation algorithms on the basis of direct properties are necessary. Such algo�
rithms can be applied for data compression in geographic information systems and systems of ecological monitoring if they are repres�
ented on vector map, or for pattern recognition and many other applications. Research of application of direct properties for similarity
estimation on the basis of the combination of compared graphs and selecting equal parts as isomorphic subgraphs are almost absent.
The problem of determining the partial isomorphism without exhaustive search permutations of similarity is considered unsolvable. The�
refore researches of finding acceptable algorithms for solving this problem with limited count of permutations are relevant.
The main aim of the study is to develop a method for determining the graphs structure similarity by selecting the highest common
parts, i.e. highest partial isomorphism.
The methods used in the study are based on the applied graph theory, theory of optimization and efficient algorithms development,
modeling structures using automata models for vertices differentiation.
The results. Introduced basic concepts and formulated provisions of the concept of the graphs structure similarity estimation based on a
combination of vertices and selection of equal subgraphs – partial isomorphism. Ideas of the vertices differentiation method are sugges�
ted to be used for reducing algorithm complexity. The method of the interdependent vertices differentiation is developed, which allows to
form the similarity substitution and partial isomorphism. The algorithm of searching the similarity substitutions, relative to pair of vertices,
and the algorithm of selection of substitution with highest partial isomorphism are developed. The algorithm of searching similarity sub�
stitution on the basis of the interdependent vertices differentiation is shown at the example of two graphs similarity estimation.
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