
Введение
Одним из эффективных способов усиления те�

плообмена считается дополнительное увеличение
площади поверхности стенки с той стороны, на ко�
торой внешнее термическое сопротивление явля�
ется наибольшим [1–9]. Развитые поверхности
обычно имеют форму ребер, прикрепленных к
твердому телу. При выборе конструкции ребер
ориентируются на то, чтобы они обеспечивали
максимально возможную тепловую эффектив�
ность, имели минимальную стоимость высокоте�
плопроводного материала, малую массу, удобные
размеры, небольшое гидравлическое сопротивле�
ние, достаточную механическую прочность и срав�
нительно несложную технологию изготовления.

Как правило, тепловой процесс функциониро�
вания оребренных конструкций можно считать
стационарным или весьма близким к нему. Много�
численные исследования явлений переноса тепла в
различных по конструкции оребренных системах
представлены в частности в фундаментальных ра�
ботах [1–9]. В основном они посвящены изучению
линейных задач, решение которых может быть
представлено в виде достаточно строгих, с матема�

тической точки зрения, аналитических зависимо�
стей. Однако в ряде случаев подобные задачи ока�
зываются существенно нелинейными. Это, напри�
мер, может иметь место, если теплообмен между
ребристой поверхностью и окружающей средой
осуществляется излучением.

В настоящей работе представлены результаты
теоретического подхода к анализу подобного клас�
са задач. В практике нашли широкое применение
прямые ребра трапециевидного профиля, приме�
нение которых позволяет заметно снизить массу
оребренной стенки по сравнению со стенкой с пря�
моугольными ребрами.

Постановка задачи
Дифференциальное уравнение теплопроводно�

сти для такой конструкции ребра при стационар�
ном режиме и лучистом взаимодействии с окружа�
ющей средой, температура которой близка к нулю,
может быть записано в следующем виде

(1)

а граничные условия
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T=T0 при x=x1,                                (2)

при x=x0.,                             (3)

Здесь T=T(x) – искомое распределение темпе�
ратуры, K;  – коэффициент теплопроводности ма�
териала ребра, Вт/мК; B – видимый коэффициент
теплообмена излучением, Вт/(м2К4); x – продоль�
ная координата, начало которой находится в точ�
ке, удаленной от вершины ребра на расстоянии x0,
м; l – высота ребра, (x1=l+x0), м; 0 и 1 – мини�
мальная и максимальная толщина ребра соответ�
ственно, м; T0 – температура основания ребра, К,
 – угол между осью ребра и его наружной поверх�
ностью, как правило не превышает 5–6 град.

Решение
Целесообразно систему (1)–(3) привести к без�

размерному виду. Для этого нужно ввести безраз�

мерную температуру безразмерную про�

дольную координату и безразмерное ра�

диационное число Старка

Тогда задача (1)–(3) запишется следующим об�
разом

(4)

=1 при X=1,                                (5)

(6)

Так как дифференциальное уравнение (4) явля�
ется существенно нелинейным, то получить стро�
гое аналитическое решение задачи (4)–(6) весьма
затруднительно.

Однако для инженерных расчетов, как прави�
ло, достаточно ограничиться приближенным мате�
матическим методом, который обладал бы прие�
млемой точностью и был одновременно сравни�
тельно несложным. В этой связи наиболее подхо�
дящим следует признать способ, основанный на
получении нижней и верхней оценок искомого
температурного поля (X) при условии, что гра�
ничные функции расположены сравнительно
близко друг к другу. В рассматриваемом случае це�
лесообразно трансформировать зависимость (4) на
основе интегрального линеаризующего преобразо�
вания, предложенного в работах [7–10]. Согласно
этому рекомендуемому подходу вводится новая за�
висимая переменная U=U(X), связанная с (X) от�
носительно простым соотношением

(7)

Отсюда следует, что

(8)

С учетом преобразования (7) система (4)–(6)
принимает вид

(9)

U=0 при X=1,                                 (10)

при X=X0.                             (11)

Нелинейный комплекс по�

явившийся в преобразованном уравнении (9), ока�
зывает более слабое математическое влияние, чем
функция 4 в исходном уравнении (4), что обусло�
влено в определенной степени граничным соотно�
шением (11).

Функциональный комплекс F(X), входящий в
зависимость (9), можно рассматривать с физиче�
ской точки зрения как некоторый распределенный
по длине ребра внутренний положительный источ�
ник тепла, действующий непрерывно.

Поэтому, если в первом приближении его не
учитывать, то интегрирование системы (9)–(11)
позволит определить U(X), а затем и искомую тем�
пературу (X), которая, в связи с принятым допу�
щением, будет являться нижней оценкой для фак�
тического распределения температуры [11, 12].

Очевидно, что при условии F(X)=0, решение
для функции U(X) принимает вид

(12)

Следовательно, минимальное распределение
температуры по длине прямого трапециевидного
ребра в результате подстановки (12) в (8) запишет�
ся в простой математической форме

(13)

Отсюда также вытекает, что теоретически ми�
нимальная температура для вершины рассматри�
ваемого ребра будет равна

(14)

Для нахождения верхней границы искомой тем�
пературы (X) нужно принять нелинейный ком�
плекс F(X), представляющий в уравнении (9), как
уже отмечалось выше, некоторый условный поло�
жительный внутренний источник тепловыделения,
максимально гипотетически возможным, а именно

т. е. сделано допущение, что
3( ) 1.X 

2

( ) 4 ,
dUF X
dX

    

30
0 0 0

1
( ) .

1 3 [(1 ) ln ]наим  
  

X X
Sk X X X

3

0

1
( ) .

1 3 [(1 ) ln ]наим 
  

X
Sk X X X

0( ) [(1 ) ln ].U X Sk X x X   

2
3( ) 4 ,

dUF X
dX

     

0
dU
dX



22
4

2

1
4 0,

d U dU dU Sk
dX X dX dX X

       

3
1

( ) .
1 3 ( )

X
U X

 


( )
3

4
1

1
( ) (1 ).

3

X dU X
 




  

0
0

0

0 .при

  


d xX X
dX l x

2
4

2

1
0,

d d Sk
dX X dX X
 

  

3
0( )

.
sin


 


 BT l xSk

0

xX
l x




0

,
T
T

 

0
dT
dx



Известия Томского политехнического университета. Инжиниринг георесурсов. 2015. Т. 326. № 6

137



Тогда зависимость (9) запишется

(15)

Для осуществления интегрирования дополнитель�
ной задачи (15), (10), (11) целесообразно ввести новую
зависимую переменную на основе соотношения.

(16)

C учетом (16) система (15), (10), (11) преобразу�
ется к виду

(17)

причем
W=0 при X=X0.                              (18)

Аналитическое решение нелинейного обыкно�
венного дифференциального уравнения (17), отно�
сящегося к классу уравнений Риккати [13], может
быть представлено через модифицированные
функции Бесселя [14–17].

(19)

Постоянная A находится из условия (18)

(20)

Тогда, с учетом равенства (20), решение (19)
примет вид

(21)

Далее, подставляя (21) в зависимость (16) и
учитывая условия (10), нетрудно получить выра�
жения для промежуточной функции U(X)

(22)

Следовательно, верхняя предельная граница
для искомого распределения температуры может
быть рассчитана по формуле

(23)

На основе зависимости (23) легко вычислить
наибольшую температуру на конце трапециевид�
ного ребра (X=X0)

(24)

Однако, учитывая, что согласно теории Бессе�
левых функций [17–19] сумма

решение (24) может быть существенно упрощено

(25)

где параметр a равен

Если окажется необходимым уменьшить рас�
четный интервал между верхней и нижней грани�
цами для действительного распределения темпера�
туры (X), то это можно достигнуть путем инте�
грирования вместо дифференциального уравнения
(15) его аналога

(26)

где параметр m принимается равным величине
m=43

наим(X=X0), причем значение 3
наим(X=X0)

определяется по формуле (14).
В этом случае промежуточная функция W1 дол�

жна рассчитываться по выражению

(27)

Затем по подобию с предыдущими математиче�
скими действиями осуществляется переход к ново�
му варианту зависимости U1(x) на основе соотно�
шения

(28)

где постоянная интегрирования C определяется,
как и ранее, из условия

U1=0 при x=1.                               (29)
Подставляя (27) в (28) и учитывая (29), нетруд�

но получить окончательное решение для U1.
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(30)

Отсюда следует, что более близкая функциональ�
ная зависимость к фактическому распределению
температуры снизу может быть установлена с помо�
щью подстановки формулы (30) в выражение (8)

(31)

Отсюда легко найти наименьшее граничное
значение температуры на вершине исследуемого
ребра (X=X0)

(32)

Действительная величина температуры (X=X0)
располагается между рассчитанными соответ�
ственно по выражениям (24) и (32), то есть

(33)

причем 

Очевидно, что подобным образом можно найти
и последующие приближения для нижней грани�
цы (X), используя предыдущие числовые значе�
ния наим1(X=X0), наим2(X=X0) и т. д.

Однако на практике вполне достаточно ограни�
читься расчетной зависимостью (31), так как по�
следующие итерации оказывают несущественное
влияние на степень приближения. Как правило,
интервал между температурными кривыми, рас�
считываемыми по (24) и (32), оказывается очень
узким, что позволяет получить весьма близкие
оценки истинного распределения температуры как
«сверху», так и «снизу».

Модифицированные функции Бесселя первого
In(X) и второго рода Kn(X) нулевого и первого по�

рядка (n=0;1) являются хорошо изученными и
весьма подробно затабулированы, например
[9, 20].

При этом модифицированная функция Бесселя
K1(X) может быть, как было отмечено ранее, пред�
ставлена в сравнительно простом виде

Выводы
В заключение следует отметить, что приведен�

ные в данной статье расчетные зависимости приме�
нимы также в том случае, когда трапециевидное
ребро вырождается в треугольное. Тогда безраз�
мерные предельные координаты X0 и X1 станут со�
ответственно равны 0 и 1. Естественно, что благо�
даря этому полученные в работе аналитические
формулы будут существенно проще. Это, в частно�
сти, обусловлено характером математического по�
ведения модифицированных функций Бесселя.
Так, например, K1(X) при X0.

Кроме того, результаты выполненного исследо�
вания можно в определенной степени распростра�
нить на радиальные ребра рассмотренного профи�
ля при условии, что цилиндрическая поверхность,
к которой они присоединены, имеет относительно
небольшую кривизну.

На основе предложенных граничных темпера�
турных функций можно также рассчитать пре�
дельные значения коэффициента тепловой эффек�
тивности трапециевидного ребра при лучистом те�
плоотводе с его поверхности.

Таблица. Результаты расчета нижнего и верхнего гранич#
ных значений безразмерной температуры верши#
ны температурного ребра (X=X0=0,5)

Table. Results of calculation of lower and upper boundary
values of nondimensional temperature for the tem#
perature rib peak (X=X0=0,5)

Из таблицы видно, что при умеренных величи�
нах радиационного числа Старка (Sk) различия
между наим1

(X0) и наиб(X0) очень мало. С ростом Sk
эта разница становится несколько больше. Однако
в процентном соотношении она остается сравни�
тельно небольшой.

Число
Старка Sk

Stark
number Sk

наим(X0) 
по формуле (14)

by the formula
(14)

наим1(X0) 
по формуле (32) 

by the formula
(32)

наиб(X0) 
по формуле (25) 

by the formula
(25)

0,5 0,9333 0,9375 0,9383

1,0 0,8825 0,8925 0,8957

1,5 0,8395 0,8554 0,8632

2,0 0,8045 0,8251 0,8411

1 0
1

0

1 ( ) ( )
( ) .

( )
XI X K XK X

xI X

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0 0( ) ( ).
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0
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3
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1
.

2
3

1 ln (2 ) (2 )

(2 ) (2 )

1наим  


 
 

   
      

X X

mSkX

I mSk K mSkX
m

K mSk I mSkX

0 1 0

0 1 0
3

0 1 0

0 1 0

( )

1
.

(2 ) (2 )

(2 ) (2 )3
1 ln

(2 ) (2 )

(2 ) (2 )

1наим 


 
 
  
 
 
  

X
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1
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TEMPERATURE DISTRIBUTION IN A STRAIGHT TRAPEZOIDAL RIB 
WITH RADIANT HEAT REMOVAL FROM THE SURFACE
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The relevance of the discussed issue is caused by the necessity to reduce the weight and dimensions of high radiation heat exchange sy#
stems while improving their energy efficiency. This can be achieved by appropriate profiling ribbed elements. Such surfaces are widely
used in various fields of modern technology. Therefore, the problems of radiative heat transfer of the developed surfaces are of special
scientific and technical interest.
The main aim of the study is to obtain a rather simple analytical method from mathematical point of view for calculating the tempera#
ture distribution in the ribs of variable cross section in the radiative heat removal from the surface.
The methods: use of the proposed linearizing transformation that allows reducing the influence of the nonlinear term in the original dif#
ferential equation of energy transfer.
The results. The authors have proposed the approximate mathematical method based on obtaining lower and upper bounds of the tem#
perature field. This method has an engineering perspective, it is reasonably accurate and at the same time, it is rather simple. In this case,
the first two approximations are enough. The calculations given in the article, for trapezoidal ribs may also be used in the particular case
for wedge ribs. The found mathematical limits for estimating the upper and lower values of the temperature field allow estimating the
coefficient of thermal efficiency for the ribbed surfaces at radial heat exchange.

Key words:
Temperature field, radiative heat exchange, trapezoidal ribbed surface, analytical method, modified Bessel function.
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