
Введение
Обобщенные обратные матрицы широко ис�

пользуются в различных областях науки и техни�
ки [1�9] и, в частности, при решении нормальных
уравнений свободных геодезических сетей [8], па�
раметрических и стохастических задач астроме�
трии и космической геодезии [9], планирования и
оптимизации горных работ [10] и др. Следователь�
но,  разработка эффективных методов их определе�
ния является важной научно�практической зада�
чей специального математического обеспечения
геоинформационных систем с широким использо�
ванием возможностей современных компьютер�
ных технологий и геостатистики [10�12].

При однопараметрических матрицах A(t)nm (па�
раметр t может быть временем, оператором Лапласа 

или другим параметром) для определения

соответствующих обобщенных обратных матриц
X(t)=A+(t)nm Мура–Пенроуза [1] на основе диффе�
ренциальных преобразований Пухова [13–16] в ра�
ботах [17–21] были предложены различные диффе�
ренциальные аналоги определения этих матриц. В
настоящей работе рассматриваются комплексные
однопараметрические матрицы и предлагаются со�
ответствующие им конструктивные декомпози�

ционные аналитические и численно�аналитические
методы определения X(t)=A+(t)nm. Заметим, что для
этих матриц должны быть выполнены следующие
обобщенные условия Мура–Пенроуза

(1)

(2)

(3)

(4)

где символ * – знак комплексного сопряжения.

Математический аппарат
Комплексную однопараметрическую матрицу

A(t)nm представим в виде декомпозиционного соот�
ношения

(5)

а соответствующую ей обобщенную обратную ма�
трицу – в виде соотношения

(6)

В соотношениях (5), (6) матрицы B(t) и F(t) –
матрицы действительных частей, матрицы C(t) и
G(t) – матрицы мнимых частей матриц A(t) и X(t)
соответственно, а j=


–1 – мнимая единица.
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Пусть существуют дифференциальные преоб�
разования однопараметрических матриц B(t), C(t)
и F(t), G(t), т. е.

(7)

(8)

(9)

(10)

В соотношениях (7)–(10) левые части – прямые
преобразования; правые части – обратные преобра�
зования; K=


0, целочисленный аргумент; B(K),

C(K) и F(K), G(K), K=

0, – матричные дискреты

матричных оригиналов B(t), C(t) и F(t), G(t) соот�
ветственно с размерами mn и nm; t – центр ап�
проксимации; 1(), 2() и 3(), 4() – матрич�
ные функции, восстанавливающие оригиналы –
матрицы B(t), C(t) и F(t), G(t) соответственно; сим�
вол –– – знак перехода из области оригиналов в
область D�изображений и наоборот [13–16].

Теперь воспользуемся подходом, предложен�
ным в [21], и представим новые аналитические и
численно�аналитические методы определения
обобщенных обратных матриц X(t)nm=A+(t)Cnm.

Аналитическое решение (1�й вариант). Потре�
буем, чтобы имело место следующее известное
условие [2]:

(11)

С учетом (5) и (6) условие (11) приобретает вид:

(12)

Раскрыв (12) и приравнивая действительные и
мнимые матричные слагаемые в левой и правой ча�
стях, получим

(13)

Систему матричных уравнений (13) можно
представить и в виде следующего матрично�блоч�
но�столбцевого эквивалента

(14)

откуда можно найти аналитическое решение

(15)

и, следовательно, в соответствии с (6) и неизвест�
ную матрицу X(t)=A+(t).

Аналитическое решение (2�й вариант). В соот�
ветствии с [6] потребуем, чтобы имело место также
известное условие [2]:

(16)

С учетом (5) и (6) условие (16) приобретает вид:

(17)

Аналогичные преобразования (17) приводят к
следующей системе матричных уравнений

(18)

Систему (18) можно представить и в виде сле�
дующего матрично�блочно�строчного эквивалента
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(19)

откуда аналитическое решение

(20)

Заметим, что аналитические решения (15) и
(20) практически применимы при малых размерах
m и n матриц А (t) с аналитическими элементами.

Численно�аналитическое решение (1�й вари�
ант). В соответствии с дифференциальными изо�
бражениями оригиналов�произведений, состоя�
щих из трех сомножителей [8. С. 72; Ф. (4.7)], для
матричных оригиналов�произведений, входящих
в матрично�блочно�столбцевой эквивалент (14),
будем иметь:

(21)

С учетом соотношений (21) перевод (14) из обла�
сти оригиналов в область дифференциальных изо�
бражений дает:
при K=0:
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(24)

Итак, имея матричные дискреты F(0), G(0);
F(1), G(1); … F(K), G(K) с учетом (22)–(24), в соот�
ветствии с правыми частями (9) и (10) можно вос�
становить оригиналы F(t) и G(t), и, следовательно,

Численно�аналитическое решение (2�й вари�
ант). Для матричных оригиналов�произведений,
входящих в матрично�блочно�строчный эквива�
лент (19) аналогично (21), будем иметь:

(25)

С учетом соотношений (25) перевод (19) из обла�
сти оригиналов в область дифференциальных изо�
бражений дает:
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(28)

Аналогично, определив матричные дискреты
F(0),G(0);F(1),G(1);…;F(K),G(K) с учетом (26)–(28),
в соответствии с правыми частями (9) и (10), также
можно восстановить оригиналы F(t) и G(t) и, следо�
вательно,

И, наконец, сделаем несколько замечаний.
Замечание 1. При матрицах с размерами m>n,

в соответствии с матричными рекуррентными вы�
числительными соотношениями, естественно, це�
лесообразнее использование схемы (21)–(24), а при
матрицах с размерами m<n – использование схе�
мы (25)–(28) из�за малых размеров матриц
Д1

–1(B(0),C(0))2n2n и Д2
–1(B(0),C(0))2m2m соответствен�

но, ибо основные вычислительные операции связа�
ны с нахождением этих обратных матриц.

Замечание 2. Если в центре аппроксимации t
матрица Д1(B(0),C(0)) или матрица Д2(B(0),C(0))
вырождаются, т. е. rangД1(B(0),C(0))<2n или
rangД2(B(0),C(0))<2m, то необходимо поменять t
так, чтобы имели место условия
rangД1(B(0),C(0))=2n или rangД2(B(0),C(0))=2m и
заново выполнить вычисления с самого начала.

Замечание 3. Очевидно, что матрицы

являются блочными кососимметрическими относи�
тельно первой главной диагонали и блочными симме�
трическими относительно второй главной диагонали
матрицами ввиду кососимметричности и симметрич�
ности соответственно их матриц�сомножителей.

Выводы
Предложены конструктивные декомпозицион�

ные аналитические и численно�аналитические ме�
тоды определения комплексных однопараметриче�
ских обобщенных обратных матриц, удовлетво�
ряющие обобщенным условиям Мура–Пенроуза
(1)–(4). Аналитические методы применимы к ма�
трицам с меньшими размерами и простыми функ�
циональными элементами. Численно�аналитиче�
ские методы применимы всегда, естественно, при
условиях аналитичности всех элементов функцио�
нальных матриц в центрах аппроксимации t. Они
легко реализуемы средствами современных ин�
формационных технологий [22–25].
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The relevance of the research is caused by the necessity of the efficient definition of complex one#parameter generalized inverse ma#
trices of Moore and Penrouse, which are often used when solving various science and engineering problems, and for its special case, de#
finition of real generalized inverse matrices which are widely used in different geo#informational systems.
The main aim of the research is to develop the constructive analytical and numeric#analytical methods of determining complex one#
parameter generalized inverse matrices of Moore and Penrouse.
Methods of research. The author has applied the methods of linear algebra, methods of theory of matrices as well as the direct and re#
verse differential transformations of G.E. Pukhov, which differ from the well#known integral transformations in the fact that passing
from the originals’ domain to the domain of its representation is generally implemented on the basis of a more simple operation – dif#
ferentiation (in comparison with the integration at integral transformations) and the reverse pass is implemented based on a simple ope#
ration – addition (in comparison with the integration at integral transformations).
Results. The author proposed the constructive analytical and numeric#analytical methods to determine complex one#parameter generalized
inverse matrices of Moore and Penrouse The analytical methods are based on the proposed decomposition matrix#pattern presentations, whe#
reas numeric#analytical methods are based on joint use of these presentations and differential transformations. When the analytical methods
are in practice applicable for small size matrices discussions and their simple analytical elements, then numeric#analytical methods are appli#
cable for general case. On the other hand, actually the solution of the initial continuous problem brings to the solution of some recurrent chain
of a series of discreet problems with numerical solutions (at the first stage of computations), and then to restoration of the continuous pro#
blem solution on their basis (at the second stage of computations). The mentioned circumstances define the simplicity of realization of nu#
meric#analytical methods by implementation of the modern means of information technologies.

Key words:
Geoinformatics, geoinformation technologies and systems, least squares method, complex one#parameter matrices, generalized inver#
se matrices, decomposition, matrix#pattern presentations, differential transformations, matrix discreets, matrix#pattern#column equi#
valent, matrix#pattern#row equivalent.
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