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Введение

Включение ЭВМ фон-неймановского типа в кон-
тур цифрового управления объектами различной
сложности порождает весьма высокие требования к
временной вычислительной сложности алгоритмов
управления. Под вычислительной сложностью в
данном случае понимается промежуток времени
между появлением на объекте ситуации, требующей
адекватного реагирования со стороны управляющей
ЭВМ, и выдачей соответствующего возникшей си-
туации управляющего воздействия на объект. Про-
граммный цифровой контроллер, кроме того, что ал-
горитмически реализует заданный закон управле-
ния как элемент системы управления, вносит чистое
запаздывание по времени, в связи с чем временной
фактор напрямую влияет на качественные характе-
ристики переходных процессов в системе.

В свою очередь, временная вычислительная слож-
ность реализаций управляющих алгоритмов опреде-
ляется целым рядом факторов, к которым, кроме ба-
нальных архитектуры ЭВМ, частоты тактирования и
структуры команд, относятся: операционная среда,
дисциплина диспетчеризации, организация транзак-
ций, математические модели процессов, по которым
строятся управляющие алгоритмы, и  т. п.

Как правило, к началу разработки прикладного
программного обеспечения большинство из назван-
ных факторов уже определено, поэтому реализуемый
закон и последовательность программного опроса пе-
риферийных устройств являются единственными
варьируемыми параметрами для оптимизации вре-
менных интервалов между транзакциями.

Алгоритмы цифрового управления объектами
имеют ряд специфических особенностей, которые
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были исследованы рядом авторов [1–5]. Алгорит-
мы являются циклическими, т. е. они имеют опе-
ратор начала, но не имеют оператора окончания,
окончание вычислительного процесса производит-
ся через внешнее прерывание. Опрос периферий-
ных устройств производится в цикле за счет вклю-
чения в алгоритм специальных операторов упра-
вления транзакциями. Выбор ветви продолжения
вычислительного процесса в местах ветвления ал-
горитма является случайным и определяется усло-
виями, включенными в операторы принятия ре-
шения, и законами распределения обрабатывае-
мых данных. Время выполнения операторов алго-
ритма является случайным, причем функции ра-
спределения времени выполнения операторов так-
же определяются законами распределения обраба-
тываемых данных. В подобном аспекте управляю-
щие алгоритмы рассматривались в [6–8].

Таким образом, процесс интерпретации детер-
минированного алгоритма управляющим контрол-
лером для внешнего по отношению к системе на-
блюдателя рядом авторов [9–15] рассматривается
как полумарковский процесс с непрерывным вре-
менем. Операторы алгоритма рассматриваются
как состояния полумарковского процесса, выпол-
нение оператора – как пребывание полумарковско-
го процесса в соответствующем состоянии, а про-
цесс интерпретации алгоритма в целом рассматри-
вается как блуждание алгоритма по состояниям
полумарковского процесса. При смене состояний
полумарковского процесса он через случайные мо-
менты времени попадает с определенной вероятно-
стью в операторы транзакций, что и формирует по-
ток опросов периферийных устройств. В указан-
ном потоке существенными являются два типа
временных интервалов:
• время между запросами к одному и тому же пе-

риферийному устройству (оно должно удовле-
творять условиям Найквиста теоремы об отсче-
тах [16]);

• время между запросами к разным периферий-
ным устройствам (оно должно обеспечивать
требуемое качество управления, если это ин-
тервал между вводом и выводом данных в/из

ЭВМ, или требуемое рассогласование между
временными решетчатыми функциями, если
это интервал между вводом (выводом) данных
по разным каналам).
Задача заключается в том, чтобы определять

указанные интервалы для произвольного количе-
ства произвольно расположенных в алгоритме опе-
раторов управления транзакциями.

Общая полумарковская модель алгоритма управления

Типовая функциональная схема включения ци-
фрового управления объектами приведена на рис. 1,
где показаны U={u1(t),...,uk(t),...,uK(t)} – множество
опорных сигналов; V={v1(t),...,vl(t),...,vL(t)} – мно-
жество сигналов управления объектом;
W={w1(t),...,wm(t),...,wM(t)} – множество сигналов с
датчиков обратной связи. Управляющий алгоритм
в контроллере организует опрос контроллеров наз-
ванных сигналов, при этом при проектировании вы-
числительного процесса требуется обеспечить ин-
тервал времени между опросами сигналов множеств
U, V, W, а также сигналами разных множеств и/или
разными сигналами одного и того же множества
(показано пунктирными стрелками на рис. 1).

Управление производится по обобщенному ал-
горитму

М={A,R,h(t)}, (1)

где A={a1,...,aj,...,aJ} – множество операторов алго-
ритма; R=[Rjn] – матрица смежности размером
J×J, отражающая структуру алгоритма; h(t) – по-
лумарковская матрица размером J×J, задающая
стохастические и временные параметры операто-
ров алгоритма;

p(t)=[pjn] – матрица вероятностей перехода к n-му
оператору алгоритма после завершения выполне-
ния j-го оператора; f(t)=[fjn(t)] – матрица плотно-
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Рис. 1. Структурная схема следящей системы
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стей распределения времени выполнения j-го опе-
ратора алгоритма при условии последующего пере-
хода к выполнению n-го оператора.

Обобщенный управляющий алгоритм является
циклическим, но в нем отсутствует эффект заци-
кливания, поэтому на структуру алгоритма, задан-
ную множеством A и матрицей R, накладываются
ограничения в виде сильной связности соответ-
ствующего графа. Кроме того, обобщенный упра-
вляющий алгоритм является циклическим, следо-
вательно, на структуру R накладываются условия
сильной связности. Вследствие цикличности упра-
вляющего алгоритма на вероятности и плотности
распределения полумарковской матрицы h(t) на-
кладываются следующие ограничения:

(2)

Таким образом, полумарковский процесс, моде-
лирующий работу обобщенного алгоритма (1), явля-
ется существенным и возвратным, т. к. все переклю-
чения описываются сильносвязным графом. В силу
первого условия (2) полумарковский процесс явля-
ется однородным. Если полумарковский процесс яв-
ляется однородным, все его состояния являются су-
щественными, то он является эргодическим [17, 18].

Период опроса одного и того же устройства

Выделим в моделируемом циклическом алго-
ритме операторы опроса одного из задатчиков uk(t)
(1≤k≤K) или одного из управляющих воздействий
vl(t) (1≤l≤L), или одного из датчиков wm(t) (1≤m≤M).
Без нарушения общности рассуждений можно счи-
тать, что выделенные операторы алгоритма, а сле-
довательно и состояния полумарковского процесса
имеют индексы с наименьшими значениями, т. е.

A⊃As={a1,...,as,...,aS}, S<J.                (3)

Такая индексация всегда может быть обеспече-
на, поскольку A представляет собой неупорядочен-
ное множество, т. е. список. Матрицы R и h(t) при
изменении индексов состояний могут быть получе-
ны из исходных путем соответствующей переста-
новки строк и столбцов.

Очевидно, что каждое переключение из состоя-
ния as∈As в состояние ar∈As формирует поток опро-
сов соответствующего периферийного оборудова-
ния.

Для определения времени переключения полу-
марковского процесса из as∈As в ar∈As расщепим
каждое состояния подмножества As, например
as∈As, в виде двух состояний: начального as(b), отме-
ченного индексом s(b)=s, и конечного as(e), отмечен-
ного индексом s(e)=J+s. Таким образом, из исход-
ного эргодического полумарковского процесса (1)
формируется полумарковский процесс

М'={A',R',h'(t)},                              (4)

в котором
A={a1(b),...,as(b),...,aS(b),aS(b)+1,...,

aj,...,aJ,aJ+1(e),..., aJ+s(e),..., aJ+S(e)};               (5)

(6)

(7)

состояния Ab={a1(b),...,as(b),...,aS(b)} являются началь-
ными, а состояния Ae={aJ+1(e),...,aJ+s(e),...,aJ+S(e)} явля-
ются поглощающими.

Развитие полумарковского процесса (4) пред-
ставляет собой блуждания по графу состояний (5) с
переключениями (6), вероятностями и плотностя-
ми распределений (7). Каждая случайная последо-
вательность переключений начинается в одном из
начальных состояний подмножества Ab и оканчи-
вается в одном из поглощающих состояний под-
множества Ae (рис. 2).

Для матрицы h'(t) может быть найдена харак-
теристическая матрица по зависимости

где F – преобразование Фурье; ω – аргумент харак-
теристической функции соответствующей плотно-
сти распределения (круговая частота); i=√


–1.

По характеристической матрице могут быть
найдены:
• взвешенная плотность распределения времени

переключения, включая блуждания по проме-
жуточным состояниям, полумарковского про-
цесса из аs(b) в аJ+r(e)

(8)

где F–1 – обратное преобразование Фурье; θ – знак
транспонирования;
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• вероятность переключения из состояния аs(b) в
аr(b) при блуждании по полумарковскому про-
цессу

• плотность распределения времени переключе-
ния из состояния аj(kβ) в состояние аl(kβ)

В результате проведенных выкладок определе-
ны взвешенные плотности, вероятности и плотно-
сти распределения полумарковской матрицы про-
цесса

М"={A",R",h"(t)},                            (9)

где A"={α1,...,αs,...,αS} – множество состояний, со-
ответствующих операторам алгоритма, генериру-
ющим запрос на выдачу/получение данных от пе-
риферийного устройства; R"=[R"sr], R"sr=1 – матрица
смежности размером S×S, отражающая структуру
полного графа с петлями; h"(t)=[h"sr(t)] – полумар-
ковская матрица размером S×S; h"sr(t)=h"s(b),r(e)(t);
1≤s(b), r(e), s, r≤S.

Структура состояний полумарковского процес-
са (9) моделируется полным графом с петлями
(рис. 3, а). Полумарковский процесс (9), так же
как и полумарковский процесс (1), является эрго-
дическим, причем каждое его переключение из со-
стояния αs в сопряженное состояние αr, или по пет-
ле в то же самое состояние αs, моделирует одно об-
ращение алгоритма к периферийному устройству.

Не нарушая общности рассуждения, выберем
из множества A" состояние αs и представим полу-
марковский процесс (9) в виде

(10)

где Ms– – полумарковский подпроцесс, в который
включены все состояния с их взаимными сопряже-
ниями, кроме αs; Rss– моделирует все подмножество
дуг, ведущих из состояния αs в состояния полумар-
ковского подпроцесса Ms–; Ms–s моделирует все под-
множество дуг, ведущих из состояний полумар-

ковского подпроцесса Ms– в αs; hss(t) – взвешенная
плотность распределения прямого переключения
из αs в αs по петле (9); hss–(t) – взвешенная плотность
распределения переключения из αs в состояния
Ms–; hs–s(t) – взвешенная плотность распределения
переключения из состояний Ms– в αs.

Уничтожим петлю (αs,αs). При ее уничтожении
взвешенные плотности распределения h"s(b),r(e)(t) и
вероятности пересчитываются по следующим за-
висимостям:

Полумарковский процесс (10) приобретает вид
(рис. 3, б)

(11)

Значения h'ss–(t) и h's–s(t) соответственно равны

где
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Рис. 2. Формирование начального и конечного состояний в эргодическом полумарковском процессе
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Очевидно, что в эргодическом процессе (11) со-
бытия переключения из состояния α 's в состояния
подпроцесса Ms– образуют полную группу несовмест-

ных событий [19], поэтому и взвешен-

ная плотность распределения равна плотности ра-
спределения. Точно так же события переключения
из состояний подпроцесса Ms– в состояние α 's образу-
ют полную группу несовместных событий, поэтому 

и взвешенная плотность распределе-

ния равна плотности распределения.
Применим к эргодическому процессу (11) закон

больших чисел [20]. В соответствии с указанным
законом, для внешнего по отношению к процессу
(11) наблюдателя вероятность пребывания его в со-
стоянии α 's в произвольный момент времени опре-
деляется зависимостью

(12)

где Ts – математическое ожидание времени пребы-
вания процесса в состоянии s; Ts– – математическое
ожидание времени пребывания процесса (11) в со-
стояниях подпроцесса Ms–;

Приведенные рассуждения позволяют сформу-
лировать следующее утверждение: Для внешнего
по отношению к эргодическому полумарковскому
процессу наблюдателя вероятность пребывания
процесса в произвольный момент наблюдения в на-
блюдаемой позиции равна отношению математи-
ческих ожиданий времени пребывания к времени
возврата в наблюдаемую позицию.

С учетом сформулированного и доказанного
утверждения, плотность распределения времени

между двумя опросами периферийного устройства
определяется по зависимости:

где πs(b) определяется выражением (12); h"s(b),r(e)(t)
определяется выражением (8).

Интервал времени между опросами разных
устройств

Пусть требуется определить интервал времени
между опросом контроллеров разных периферий-
ных устройств из числа изображенных на рис. 1,
например, между опросом контроллера сигналов
uk(t) и vl(t). Как и в предыдущем пункте, будем счи-
тать, что контроллер сигнала uk(t) опрашивается
операторами, моделируемыми состояниями под-
множества As(3), а контроллер сигнала vl(t) опра-
шивается операторами, моделируемыми подмно-
жества A⊃AQ, AQ∩As=∅. Без нарушения общности
рассуждений будем считать, что состояния под-
множества AQ стоят последними в списке состоя-
ний А, т. е. AQ={aJ–Q+1,...,aJ–q+1,...,aJ}.

По методике, изложенной в предыдущем пунк-
те, вероятности пребывания полумарковского про-
цесса в состояниях подмножества As могут быть
определены. Сформируем из матрицы h(t) полу-
марковскую матрицу следующего вида:

(13)
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Рис. 3. Полумарковские процессы: а) из выделенных состояний; б) с разделенным состоянием αs
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Тогда взвешенная плотность распределения
времени блуждания полумарковского процесса из
состояний подмножества As в состояния подмноже-
ства AQ определяется зависимостью

где

Очевидно, что траектории блуждания, опреде-
ленные матрицей (13), не составляют полную груп-
пу несовместных событий, поскольку из них ис-
ключаются траектории, проходящие более одного
раза через состояния As, и траектории, проходя-
щие через состояния подмножества AQ. Вероят-
ность и плотность распределения времени дости-
жения состояний подмножества AQ из As определя-
ются по следующим зависимостям:

Для плотностей распределения gk(t) при реше-
нии практических задач могут быть определены
начальный и центральные моменты различных по-
рядков, в частности математическое ожидание и
дисперсия:

Заключение

В статье авторы представили формирование тран-
закций в цифровых контроллерах как результат
блужданий по состояниям полумарковского процес-
са, каждое из которых моделирует интерпретацию
соответствующего оператора управляющего алгорит-
ма. Это позволило определить с точностью до плотно-
стей распределения временные интервалы между
опросами одного и того же периферийного устрой-
ства и опросами различных устройств. Для найден-
ных плотностей распределения получены выраже-
ния для математических ожиданий и дисперсий.

Временные и вероятностные характеристики
транзакций получены для управляющих алгорит-
мов и объектов управления самого общего вида.
Они являются существенно важными с точки зре-
ния достижения качественных параметров регули-
рования при управлении сложными многоконтур-
ными объектами. Из общих выражений для плот-
ностей распределения могут быть получены более
простые выражения для временных интервалов
при управлении одноконтурными объектами.

Дальнейшие исследования в этой области могут
быть направлены на разработку простых инженер-
ных методик оценки числовых характеристик вре-
менных интервалов, например методами имита-
ционного моделирования, или разработку time-
compiler – временного компилятора, который па-
раллельно с трансляцией управляющей програм-
мы с языка высокого уровня будет давать оценку
числовых характеристик плотностей распределе-
ния между выбранными операторами алгоритма.
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The urgency of the discussed issue is caused by the need to provide simple and effective methods for evaluating the characteristics of
control algorithms that would achieve the quality control parameters in the management of complex multi-loop objects.
The main aim of the study: to determine up to density distribution the timing between polls of the same peripheral and surveys of va-
rious devices based on the model of formation of transactions as a result of digital controllers walks over states semi-Markov processes,
each of which simulates the interpretation of the corresponding operator control algorithm.
The methods used in the study: to achieve the claimed scientific result the authors have used the fundamental scientific theory: Mar-
kov processes, probability theory, control theory, system analysis.
The results: The authors obtained the temporal and probabilistic characteristics of the transaction for control algorithms and facilities
management of a general form, which allows evaluating quality control parameters in management of complex multi-loop objects. Ti-
me intervals between surveys of the same peripheral and surveys of different devices were defined up to a density distribution.
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Digital system, algorithm, transaction, semi-Markov process, ergodic process.


