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Введение

Роторы многих центробежных машин – сти-
ральных, экстракторов, сепараторов, центрифуг,
осевых вентиляторов и пр. – установлены в корпус
с возможностью вращения, а уже корпус закре-
плен упруго-вязко и совершает неплоское движе-
ние. В этих машинах дисбаланс ротора меняется в

процессе выполнения технологических операций,
поэтому его целесообразно уравновешивать на хо-
ду пассивными автобалансирами (АБ) [1].

Наиболее полный обзор литературы по пассив-
ной автобалансировке роторов приведен в [1]. Учет
этого обзора и последних публикаций показывает,
что на сегодня мало работ, в которых аналитиче-
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Изучается процесс уравновешивания автобалансиром статически неуравновешенного ротора, помещенного с возможностью
вращения в тяжелый упруго-вязко закрепленный корпус с неподвижной точкой. Предложенная методика исследований может
быть стандартной при решении подобных задач и включает следующие этапы:
· составление упрощенных дифференциальных уравнений движения роторной системы, линеаризованных как по введенно-

му малому параметру, так и по отклонениям системы от установившегося движения;
· составление замкнутой системы дифференциальных уравнений относительно обобщенных координат, определяющих дви-

жение ротора, его дисбаланс;
· проведение уравнений к безразмерному виду, их комплексное сворачивание и приведение к стационарному виду;
· составление характеристического уравнения и исследование его корней.
В результате исследований установлено, что: принципиально возможно уравновесить ротор, только если условный составной ро-
тор (образованный ротором и корпусом) длинный; при этом ротор имеет одну критическую скорость, и автобалансировка насту-
пает при ее превышении; в процессе наступления автобалансировки сначала прекращаются быстрые движения корректирующих
грузов относительно ротора, а потом они медленно движутся относительно ротора к автобалансировочному положению.
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Ротор, дисбаланс, автобалансир, основное движение, устойчивость движения.



ски исследуется автобалансировка ротора, совер-
шающего неплоские движения [1–9]. При этом в
них рассматриваются роторы, непосредственно
установленные на опоры, и теоретически опреде-
ляются только условия наступления автобаланси-
ровки, а переходные процессы не исследуются.

В данной работе изучается автобалансировка
шаровым или роликовым АБ статически неура-
вновешенного ротора, помещенного с возможно-
стью вращения в тяжелый упруго-вязко закре-
пленный корпус с неподвижной точкой. По пред-
ложенной методике [1, 9], которая может быть
стандартной при исследовании роторных машин с
осесимметричными опорами, определены условия
наступления автобалансировки и оценены пере-
ходные процессы.

Описание теоретико-механической модели 
ротора и автобалансира

Ротор массы mr установлен в корпус массы mc с
возможностью поворота вокруг собственной про-
дольной оси, являющейся его главной централь-
ной осью инерции (рис. 1). Ротор вращается отно-
сительно корпуса с постоянной угловой скоростью
ω. Корпус удерживают опоры: шарнирная – в точ-
ке O, благодаря которой ротор имеет неподвижную
точку O на продольной оси, и две упруго-вязкие,
которые в недеформированом состоянии перпенди-
кулярны продольной оси ротора и действуют в пер-
пендикулярных направлениях.

Для описания движения системы используем
три тройки правых ортогональных осей (рис. 1).
Неподвижные оси Oxyz введены для положения
статического равновесия роторной системы так,
что ось Oz направлена вдоль продольной оси рото-
ра, оси Ox, Oy направлены параллельно направле-
ниям упруго-вязких опор. Подвижные оси Ouvw
жестко связаны с корпусом, а Oξηζ – с ротором.
В исходном положении роторной системы оси всех

трех систем совпадают (рис. 1, а).
Относительно осей Ouvw тензоры инерции ро-

тора и корпуса имеют вид

Упруго-вязкие опоры с коэффициентами же-
сткости kx, k и вязкости bx, by имеют радиус-векто-
ры точек приложения в проекциях на оси Oxyz
(рис. 1, а)

В плоскости P0(ζ=d0) на расстоянии r0 от про-
дольной оси ротора находится точечная масса m0,
образующая статический дисбаланс s0. Не ограни-
чивая общности, считаем, что в начальный момент
времени вектор s0 направлен параллельно оси Oξ.
В плоскости P(ζ=d), близкой к плоскости P0, уста-
новлен АБ с n одинаковыми корректирующими
грузами (КГ) – шарами или роликами массы m. КГ
в АБ катятся без скольжения по кольцевой дорож-
ке, при этом расстояние от продольной оси ротора
до центра шара или продольной оси ролика равно
r. Как это принято в теории пассивных АБ [1–9],
пренебрегаем действием сил тяжести на систему и
считаем, что: радиус КГ намного меньше радиуса
их беговой дорожки; КГ не препятствуют движе-
нию друг друга.

Модель движения ротора и корпуса приведена
на рис. 1. Вначале происходят повороты корпуса с
ротором вокруг точки O на углы Резаля α, β
(рис. 1, б), при этом оси Oxyz переходят в оси
Ouvw, задающие текущее положение корпуса. По-
том ротор поворачивается вокруг продольной оси
Ow=Oζ на угол γ=ωt (рис. 1, в), вследствие чего оси
Ouvw переходят в оси Oξηζ, задающие текущее по-
ложение ротора.

Положение массы дисбаланса или i-го КГ в пло-
скостях соответственно P0 и P определяются абсо-
лютными ϕi, /i=


0,n


/ (рис. 2, а) или относительны-

1 2

T T( ,0, ) , (0, , ) .B B B B B Bx z x z= − =r r

Diag( , , ), Diag( , , ).
r r r r c c c c

A A C A A C= =J J
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Рис. 1. Кинематика движения ротора и корпуса
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ми ψi, /i=

0,n


/ (рис. 2, а) углами, отсчитываемыми
соответственно между осью D0uD0

(DuD) или
D0ξD0

(DξD) и относительным радиус-вектором ri мас-
сы дисбаланса (i=0) или центров масс КГ (i=


0,n


).
Абсолютные и относительные углы связаны соот-
ношениями

(1)

При движении i-го КГ по дорожке на него дей-
ствует сила вязкого сопротивления br(ω–ϕ. i), где
b – коэффициент силы вязкого сопротивления, и
r(ω–ϕ. i) – скорость движения центра масс i-го КГ
относительно ротора.

Составление упрощенных дифференциальных 
уравнений движения роторной системы 
в неподвижной системе координат

Упрощенные дифференциальные уравнения
движения системы составляются по методике,
предложенной в работе [9], с использованием ура-
внений Лагранжа ІІ рода

(2)

где T и П – соответственно кинетическая и потен-
циальная энергии системы, Ф – диссипативная функ-
ция Релея; q – вектор обобщенных координат, опреде-
ляющих движение системы. Упрощающие предполо-
жения касаются отношений малости величин [9]:

Кинетическая энергия системы равна
T=Tr+Tc+Σ

n

i=0Ti, где Tr – кинетическая энергия ро-
тора, Tc – массивного корпуса, Ti – массы дисба-
ланса или i-го КГ.

Кинетическая энергия ротора и корпуса равна
кинетической энергии вращательного движения
этих тел вокруг неподвижной точки O:

где ωωr≈(α. ,β
.
ω+α.β) T, ωωc≈(α. ,β

.
α.β)T – угловые ско-

рости вращения, соответственно, ротора и корпуса
в проекциях на подвижные оси Ouvw с точностью
до величин 2-го порядка малости включительно.
Тогда с этой же точностью

Кинетическая энергия i-го КГ определяется как
сумма кинетической энергии поступательного дви-
жения вместе с центром масс и вращательного дви-
жения вокруг центра масс Ti=Ti

(tr)+Ti
(rot), /i=


0,n


/.
Кинетическая энергия массы дисбаланса и посту-

пательного движения i-го КГ соответственно равна

(3)

где vi=ωωi×ρρi, /i=

0,n


/ – вектор скорости массы дис-
баланса или центра масс КГ; ρρ0≈(r0cosϕ0,r0sinϕ0,d0)

T,
ρρi≈(rcosϕi,rsinϕi,d)T, /i=


0,n


/ – радиус-векторы со-
ответственно массы дисбаланса и центра масс КГ в
системе Ouvw; ωωr≈(α.,β

.
ω+α.β)T – вектор угловой

скорости вращения вектора ρρi вокруг точки O в си-
стеме Ouvw.

С точностью до величин 1-го порядка малости
включительно

(4)

Из (3), (4) с точностью до величин 2-го порядка
малости включительно получим

Кинетическая энергия вращательного движе-
ния i-го КГ с точностью до величин 2-го порядка
малости включительно равна Ti

(rot)≈κ(rot) mr2ϕ.i
2/2,

/i=

0,n


/, где κ(rot)=2/5 – для шаров и κ(rot)=1/2 – для
цилиндрических роликов.

Введем обобщенные координаты Su, Sv, опреде-
ляющие проекции суммарного дисбаланса точеч-
ной массы и КГ на оси Ou, Ov соответственно

(5)

Тогда кинетическая энергия системы с точно-
стью до величин 2-го порядка малости включи-
тельно примет вид
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Рис. 2. Углы, задающие положения массы дисбаланса и КГ относительно ротора
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(6)

где A=Ar+Ac, κ=1+κ(rot), /i=

0,n


/.
Потенциальная энергия, накопленная двумя

опорами с точностью до величин 2-го порядка ма-
лости включительно равна:

(7)

Диссипативная функция Релея Ф=Фс+Σ
n

i=1Фi,
где Фc≈(bαα

. 2+bββ
.

2)/2 – составляющая корпуса (для
упруго-вязких опор – с точностью до величин вто-
рого порядка малости включительно), bα=byzB

2,
bβ=bxzB

2; Фi=br2(ϕ.i–ω)2/2, /i=

0,n


/ – составляющая i-
го КГ. Тогда с рассматриваемой точностью

(8)

Подставив (6)–(8) в (2), получим в случае изо-
тропных упруго-вязких опор (kβ=kα, bβ=bα) систему
(2+n) обыкновенных дифференциальных уравне-
ний 2-го порядка относительно обобщенных коор-
динат α, β, i, /i=


0,n


/:

(9)

(10)

Основные движения системы и дифференциальные
уравнения для исследования их устойчивости

На основных движениях ротор уравновешен и
вращается вокруг собственной продольной оси, по-
этому:

(11)

Устойчивость основных движений можно ис-
следовать по этим обобщенным координатам. Но
система уравнений (9) незамкнута. К ней нужно
добавить минимальное количество уравнений, яв-
ляющихся комбинациями соответствующих диф-
ференциальных уравнений движения КГ.

Замкнутая система дифференциальных уравнений

Умножим каждое уравнение в (10) поочередно
на sinϕi и сложим, затем – на cosϕi и сложим. По-
лученные уравнения в окрестности определенного
установившегося движения линеаризуются и с
учетом (1), (5) принимают вид

(12)

где

ψ~i, /i=

0,n


/ – угловое положение i-го КГ в устано-

вившемся движении.
Введем угол ϑ и параметр p:

и сдвинем время: 2ωt+ϑ=2ωt
~

или t=t
~
–ϑ/(2ω).

Тогда уравнения (12) примут вид

(13)

Уравнения (9) не изменятся при переходе к но-
вому времени, поэтому уравнения (13) замыкают
их относительно неизвестных функций α, β, sv, su.
Уравнения (9), (13) – это система линейных диффе-
ренциальных уравнений 2-го порядка с периодиче-
скими коэффициентами. В нее входит 11 параме-
тров ω, d, m, n, κ, A, Cr, bα, b, p, kα.

Приведение уравнений к безразмерному 
и комплексному виду, переход 
к подвижной системе координат

Уравнения в безразмерном виде. Введем безраз-
мерные обобщенные координаты и выделим мини-
мальное количество независимых безразмерных
параметров, полностью описывающих динамику
системы.

Сделаем следующие преобразования системы
(9), (13):
а) введем безразмерные время τ~ и обобщенные ко-

ординаты α~, β~, s~u, s~v:

(14)

где ω0, lα, ls – масштабные коэффициенты;
б) поделим первые два уравнения на Aω0

2lα, а по-
следние два – на κω0

2ls;
в) введем безразмерные параметры ω~, C

~
, b

~
α, b

~
, m~, и

коэффициенты lα, ls, ω0:

Получим уравнения движения в безразмерном виде

(15)
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Таким образом, динамику системы описывают
5 безразмерных координат (4 зависимые – α~, β~,
s~u, s~v и одна независимая – τ~) и 6 независимых без-
размерных параметров ω~, m~, C

~
, b

~
α, b

~
, p.

Уравнения в комплексном виде. В комплекс-
ных переменных (после комплексного псевдосво-
рачивания) уравнения принимают вид двух пар
комплексно-сопряженных уравнений, и в каждое
из них входит меньшее число переменных.

Умножим четные уравнения системы (15) на
мнимую единицу i, после чего прибавим и отнимем
их от соответствующих нечетных уравнений, по-
лучим:

(16)

(17)

где

Дифференциальные уравнения движения ро-
торной системы в подвижной системе координат –
приведение уравнений к стационарному виду.

Введем в рассмотрение еще одну подвижную
систему координат Oξ1η1ζ1, полученную при пово-
роте системы Ouvw вокруг оси Ow на угол
ω~τ~=ωt+ϑ/2, и новые угловые переменные
δ1,θ1:α=δ1cosω~τ~–θ1sinω~τ~, β=δ1sinω~τ~+θ1cosω~τ~. Вы-
пишем связь между соответствующими перемен-
ными в системах координат Ouvw, Oξηζ, Oξ1η1ζ1:

(18)

где

(19)

s~0=m0r0d0/(mrd) – безразмерный статичный дисба-
ланс.

Подставив (18) в уравнения (16), (17) получаем:

(20)

(21)

где

С (11), (14), (18), (19) следует, что на основных
движениях обобщенные комплексные координаты
δz, δ–z, sz, s–z в подвижной системе координат Oξ1η1ζ1

равны 0:

Уравнения (20), (21) стационарны, поэтому
устойчивость основных движений роторной систе-
мы можно исследовать по обобщенным координа-
там δz, δ–z, sz, s–z с применением теории устойчивости
стационарных решений линейных автономных
дифференциальных уравнений.

Оценка величин безразмерных параметров 
ωω~, m~ , C

~
, b

~
αα, b

~
, p

Параметр ω~ соответствует угловой скорости
вращения ротора и теоретически может меняться в
пределах от 0 до +∞. Нужно определить такие
области изменения ω~, в пределах которых будут
устойчивыми основные движения.

Для реальных роторных машин масса КГ нам-
ного меньше массы ротора с корпусом, поэтому
m~<<1. В соответствии с уравнениями (20) корпус и
ротор как бы образуют составной ротор с осевыми
моментами инерции A=Ac+Ar, C=Cr, вычисленны-
ми относительно осей, проходящих через непо-
движную точку. Этот ротор в зависимости от вели-
чины параметра C

~
: C

~
<1 – длинный; C

~≈1 – сфери-
ческий; C

~
>1 – короткий. Поскольку C

~
=Cr/(Ac+Ar),

то при массивном корпусе составной ротор будет
длинным, даже если сам ротор короткий. Поэтому
будем считать, что C

~
~1. В реальных роторных ма-

шинах силы сопротивления обеспечивают затуха-
ние переходных процессов, поэтому будем счи-
тать, что b

~
α, b

~
~1.

Так как

(22)

то при произвольном изменении дисбаланса и ко-
личества КГ параметр p принимает значения в пре-
делах от 0 до 1. Случай p=1 является критичес-
ким, так как разность уравнений (21) при этом да-
ет уравнение

и, следовательно, характеристическое уравнение
имеет один нулевой корень. Из (22) следует, что
равенство p=1 выполняется только в случае

(23)

где ψ~∈[0,π) – некоторый фиксированный угол.
В реальном АБ количество КГ всегда больше двух.
Поэтому равенство (23) не выполняется, так как
КГ мешают друг другу занимать положение на
прямой, проходящей через центр АБ.

Окончательно имеем такие оценки величин без-
размерных параметров:

Исследование устойчивости основных движений 
и характера переходных процессов

Запишем характеристическое уравнение систе-
мы (20), (21) в виде
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где

Нулевое приближение. В нулевом приближе-
нии (m~ =0) корни уравнения (24) равны

где

Корни λ3,8–– имеют отрицательную действитель-
ную часть, поэтому соответствующие им частные
решения асимптотически устойчивы при любых
ω~. Они определяют быстрые переходные процес-
сы, при которых КГ замедляют движение относи-
тельно ротора и устанавливается движение ротора,
соответствующее суммарному дисбалансу от массы
дисбаланса и КГ. Скорость протекания этих пере-
ходных процессов зависит от условий закрепления
ротора, его массо-инерционных характеристик,
скорости вращения, сил вязкого сопротивления,
действующих на КГ, и не зависит от уравновеши-
ваемого дисбаланса, положения плоскости движе-
ния КГ, количества КГ и их текущих положений.
Поэтому возможна отдельная оптимизация ука-
занных параметров с целью скорейшего наступле-
ния автобалансировки.

Первое приближение. Для окончательного опре-
деления условий асимптотической устойчивости ос-
новных движений необходимо найти в первом при-
ближениях корни λ1,2. Подставляя λ1,2=m~λ1,2

(1) в ура-
внение (24) с точностью до малых второго порядка
малости включительно относительно m~ , получим

(25)

Уравнение (25) будет иметь корни с отрицатель-
ными действительными частями тогда и только
тогда, когда a11=1+(C

~
–1)ω~ 2<0 или в размерном виде

Таким образом, ротор можно уравновесить,
только если составной ротор, образованный рото-
ром и корпусом, вытянутый (Ac+Ar>Cr).

Из уравнения (25) находим нулевые корни в
первом приближении

Корни λ1,2 соответствуют медленным переход-
ным процессам – реакции КГ на движение ротора,
установившееся в нулевом приближении. КГ мед-
ленно стремятся к автобалансировочному положе-
нию. При чрезмерном количестве КГ существует
семья установившихся движений, и КГ стремятся
к одному из движений этой семьи. Скорость проте-
кания этих переходных процессов зависит уже и
от уравновешиваемого дисбаланса, положения
плоскости движения КГ и их текущих положений.

Выводы

1. Принципиально возможно уравновесить ротор,
только если Ac+Ar>Cr – составной ротор (образо-
ванный ротором и корпусом), вытянутый.

2. При этом ротор имеет одну критическую ско-
рость ω1

*=zB√

kx/

(Ac


+Ar


>Cr


)  и автобалансировка

наступает при ее превышении.
3. Переходные процессы, характеризующие на-

ступление автобалансировки, делятся на: быс-
трые, при которых прекращаются быстрые
движения КГ относительно ротора и устанавли-
вается устойчивое движение ротора, соответ-
ствующее текущему суммарному дисбалансу;
медленные, при которых КГ приходят в автоба-
лансировочное положение, медленно двигаясь
относительно ротора.

Работа выполнена в соответствии с госбюджетной
темой Министерства образования и науки Украины
№ 0105U001506, период выполнения 2012–2014 гг.
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The authors have studied the process of balancing statically unbalanced rotor placed in visco-elastic fixed casing with fixed point by 
auto-balancer. The proposed research methodology may be standard in solving similar problems and includes the following stages:
· derivation of simplified differential equations of motion of rotor’s system linearized by the entered small parameter and by the 

system deviations from steady motion;
· obtaining of closed system of differential equations for generalized coordinates defining rotor motion and its unbalance;
· transformation of the equations to the dimensionless form, their complex folding and reduction to stationary form;
· obtaining of characteristic equation and studying its roots.
The results of the research are: it’s possible to balance rotor only if a conditional composite rotor (formed by rotor and casing) is long;
in this case rotor has only one critical speed and auto-balancing occurs on its exceeding; at auto-balancing at first the fast motions of
corrective weights stop relative to the rotor and then they move slowly relative to the rotor to auto-balancing positions.
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