
1. Аналитический аппарат

1.1. Рассматривается m-мерное аффинное про-
странство Qm и n-мерное эквипроективное про-
странство Pn, отнесенные к подвижному аффинно-
му реперу Q и подвижному эквипроективному ре-
перу P с соответствующими деривационными фор-
мулами и структурными уравнениями

(1)

(2)

Предполагается, что между пространствами Qm

и Pn существует сюръективное дифференцируемое
отображение

1.2. Дифференциальные уравнения этого ото-
бражения с учетом (1) и (2) запишутся в виде:

(3)

Двукратные продолжения [1–3] этой системы
дифференциальных уравнений с учетом (1) и (2) при-

водят к дифференциальным уравнениям, которым
удовлетворяют компоненты внутренних фундамен-
тальных геометрических объектов [4, 5] Г1={Aa

i} (пер-
вого порядка) и Г2={Aa

i, Ai
ab} (второго порядка):

(4)

1.3. Заметим в соответствии с [3], что геометри-
чески отображение (3) каждое направление
u=(B

–
,ε–a)na∈Qm переводит в направление

x=(A
–

0,A
–

i)xi:Vm,nu=x , где

(5)

Отсюда следует, что совокупность всех напра-
влений u∈Qm в точке B∈Qm, которые принадлежат
ядру сюръективного отображения (3), поскольку
m>n, образуют (m–n)-мерное подпространство
Гm–n⊂Qm, проходящее через точку B. Это подпро-
странство определяется системой n линейных од-
нородных уравнений с m неизвестными (m>n)
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Актуальность работы обусловлена необходимостью детального изучения дифференцируемых отображений многомерных про-
странств.
Цель работы. Изучить дифференцируемые отображения Vm,n аффинного пространства Qm на проективное пространство Pn

(m>n). Рассмотрение отображений провести не только аналитическими методами, но и геометрически с помощью присоеди-
ненных геометрических образов.
Методы исследования. Основным методом исследования является метод внешних форм Картана в локальной дифферен-
циальной геометрии и теоретико-групповой метод Г.Ф. Лаптева. Эти методы предполагают локальное изучение рассматривае-
мых объектов и использование функций класса C∞

Результаты. Получены дифференциальные уравнения внутренних фундаментальных геометрических объектов первого и вто-
рого порядков дифференцируемых отображений пространства Qm в многообразия вырожденных и невырожденных нуль-пар
пространства Pn. Найдены аналитически и геометрически инвариантные геометрические образы, определяемые компонентами
фундаментального объекта, с помощью которых решена задача об инвариантном определении отображения пространства Qm в
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(6)

Проведем в точке B∈Qm такую канонизацию
аффинного репера Q аффинного пространства Qm,
при которой

(7)

Из дифференциальных уравнений (3)–(5) с уче-
том (7) получаются следующие дифференциаль-
ные уравнения:

(8)

Здесь в силу (7) величины Bi
α определяются по

формулам

и удовлетворяют дифференциальным уравнениям

В соответствии с [6] дифференциальные уравне-
ния (8) свидетельствуют о существовании канони-
зации аффинного репера Q типа (7). Геометриче-
ски с учетом (6) эта канонизация означает, что

(9)

В каждой точке B∈Qm, при этом из рассмотре-
ния исключается случай det [Aα]=0 (i,α=


1,n


), когда
размерность ядра Гm–n отображения (3) больше m–n.

Замечание 1.1. Из (5) с учетом (6), (7) и (9) за-
ключаем, что каждая (n–m+1)-плоскость

(9')

при отображении Vm,n: Qm→Pn переходит в напра-
вление

(9")

2. Поле гиперконусов Kn–1
m–n⊂Pn класса m–n

2.1. В соответствии с [7] из (1), (8) и (9) замеча-
ем, что в аффинном пространстве Qm определено
распределение

(10)

интегральные кривые которого, описываемые точ-
кой B∈Qm, удовлетворяют дифференциальным
уравнениям:

(11)

Поскольку в силу (4) и (8) величины Bα
α�β� симме-

тричны по нижним индексам, т. е.

то с учетом (11) заключаем, что распределение (10)
является голономным или инволютивным в смы-
сле [7] (см. также [8]).

2.2. Точке B∈Qm сопоставим в пространстве Pn

гиперплоскость Ln–1⊂A0, определяемую в терминах
проективного репера P уравнением

(12)

Воспользуемся далее условиями инвариантно-
сти геометрических образов аффинного простран-
ства и учтём (1), (7)–(12). Тогда получаем, что сово-
купность всех направлений, касательных к инте-
гральным кривым распределения ∆m,n–1 в точке
B∈Qm, вдоль которых Гm–n и бесконечно близкая к
ней первого порядка Г'm–n при отображении Vm,n

принадлежат гиперплоскости Ln–1⊂Pn, образует
(m–n–1)-мерный конус Q2m–n–1(x)⊂Гm–n второго по-
рядка с вершиной B. Этот конус в терминах аф-
финного репера Q определяется уравнениями:

(13)

Таким образом, каждой гиперплоскости
Ln–1⊂Pn, соответствующей точке B∈Qm, в (m–n)-
плоскости Гm–n⊂Qm отвечает конус Q2

m–n–1(x). Рассмо-
трим множество {Ln–1(x)} всех гиперплоскостей
Ln–1(x)⊂Pn, которым отвечают в Гm–n вырожденные
конусы Q2

m–n–1(x), т. е. конусы по крайней мере с
прямолинейными вершинами, проходящими че-
рез точку A0. Из (13) следует, что множество
{Ln–1(x)} определяется уравнением:

(14)

Отсюда следует, что множество {Ln–1(x)} указан-
ного типа в точке B∈Qm является гиперконусом
Kn–1

m–n⊂Pn класса m–n с вершиной A0∈Pn, который в
тангенциальных координатах проективного репе-
ра P определяется уравнением:

(15)

Здесь симметрические величины Ψi1i2...im–n опре-
деляются по формулам

(16)

Причем как обычно символы () и [] означают сим-
метрирование и альтернирование по соответствую-
щим индексам. Заметим, что каждой гиперплоско-
сти Ln–1(x)∈Kn–1

m–n⊂Pn в (m–n)-плоскости Гm–n⊃Qm отве-
чает прямая, проходящая через точку B∈Qm и являю-
щаяся вершиной Kn–1

m–n, которая определяется с учетом
(13) системой линейных однородных уравнений

(xi фиксированы), 

с условием (14).
Из дифференциальных уравнений (5) получа-

ются дифференциальные уравнения, которым удо-
влетворяют величины Ψi1i2...im–n:

(17)
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Здесь явный вид величин, стоящих при θa, для
нас несущественный.

Замечание 2.1. По аналогии с [1, (38)] и [9] и с
учетом (16) будем считать, что числа m и n удовле-
творяют неравенствам, при которых определяется
гиперконус (15):

(18)

3. Инвариантная линейная n-сеть пространства Pn

3.1. Каждой точке B∈Qm в проективном про-
странстве Pn сопоставим n линейно независимых
направлений в точке A0∈Pn:

(19)

По аналогии с пунктом 2 система Ψ(x) напра-
влений (19) называется основной относительно ги-
перконуса Kn–1

m–n⊂Pn, отвечающего точке B∈Qm, если
каждое направление xi∈Ψ(x) является линейным
полюсом (полюсом порядка n–1) [9] соответствую-
щей гиперплоскости Gin–1 (i≠j), проходящей через
все остальные направления этой системы. Из (15) и
(16) по аналогии с [1] заключаем, что система Ψ(x)
будет основной относительно гиперконуса Kn–1

m–n⊂Pn

в точке B∈Qm (m>n) тогда и только тогда, когда
n2 величин xi

j удовлетворяют следующей системе
n(n–1) алгебраических уравнений

(20)

Как и в случае [9], показывается, что в общем
случае система (20) имеет конечное число решений
относительно xi

j.
3.2. Проведем в пространстве Pn такую канони-

зацию проективного репера P, при которой

(21)

Здесь (i≠ j,k; i фиксировано), а 

матрица состоит из одного ненулевого

элемента, принадлежащего строке с номером j и
столбцу с номером k (i,j,k=


1,n


).
Из (20) и (19) следует, что в каждой точке B∈Qm

канонизация проективного репера P типа (21) оз-
начает, что каждая прямая

(22)

является основной прямой, т. е. принадлежит ос-
новной системе Ψ(x) направлений относительно

гиперконуса Kn–1
m–n⊂Pn. При этом из рассмотрения

исключается случай Ψ=0, когда основная система
Ψ(x) содержит бесчисленное множество основных
направлений относительно Kn–1

m–n.
Из (16), (17) и (21) получаются с учетом (2) в

каждой точке B∈Qm следующие дифференциаль-
ные уравнения:

(23)

Здесь явный вид величин A j
iab (i≠j) для нас несу-

щественный. Заметим в соответствии с [6] и с уче-
том (23), что канонизация проективного репера ти-
па (21) существует в общем случае в каждой точке
B∈Qm.

3.3. В соответствии с [10] с учетом (22) заключа-
ем, что в проективном пространстве Pn в каждой
точке B∈Qm определена инвариантным образом
линейная n-сеть из прямых L1

j, проходящих через
соответствующую при отображении Vm,n: Qm→Pn

точку A0∈Pn.
Каждой точке B∈Qm в проективном простран-

стве Pn сопоставим основную прямую L1
i и соответ-

ствующую ей гиперплоскость L i
n–1, проходящую

через все остальные основные прямые L1
j:

(24)

В точке B∈Qm проведем такую канонизацию аф-
финного репера Q в пространстве Qm, при которой

(25)

Из дифференциальных уравнений (8) в точке
B∈Qm получаются с учетом (23) и (1) дифферен-
циальные уравнения

по i не суммировать).                    (26)

Здесь явный вид величин Bβ
αa (α≠β) для нас не-

существенный. Дифференциальные уравнения
(26) в соответствии с [9] свидетельствуют о суще-
ствовании канонизации репера Q типа (26). Геоме-
трически с учетом (24), (8), (9') и (9") эта канониза-
ция означает, что каждая (n–m+1)-плоскость

(27)

является прообразом соответствующей прямой
L1
α=(A–0, A–α) (α=


1,n


) пространства при отображении
Vm,n: Qm→Pn. Поэтому гиперплоскость

(28)

в силу (24) проходящая через Гm–n, является прооб-
разом соответствующей гиперплоскости Lα

n–1⊂Pn

при отображении Vm,n. Заметим, что Гαm–n+1⊄Гαm–1.
В соответствии с [7] и с учетом (28) заключаем,

что в аффинном пространстве Qm определено гипер-
распределение

(α фиксировано).          (29), 1 1: ,m m mBα α
− −∆ → Γ

1 1 1 1 1( , , , , , , , , , ) ,
m n n m m
B Q

α
α αε ε ε ε ε ε− − + +Γ = ⊂… … …

1 ( , ) , ( 1, )
m n m n

á nα
αε− + −Γ = Γ =

0 , ,

,

( 1, , , , 1, , , 1, ; ,

i i i a

i a

b a

b a a

A B

dB B B B B

i n n a b m

β β
α α

β γ α α γ α β
α α γ γ β α

ω θ θ θ

θ θ θ θ

α β γ α β

= =

− + − =

= = = ≠

{ 1 2

1 2

0,
; 0.

0,
i n

n

i
A A A A

iα
α
α

= ≠ ≠ ≠…≠ ≠≠ =

1 0 1 0 1 1 1( , ) , ( , , , , , , ).i i

i n i i n
L A A L A A A A A− − += = … …

, ,

( , , 1, ; , 1, ; ).

j j a j k i j k j b j b

i ia ia ia k ka i ib a iab
A dA A A A A

i j k n a b m i j k

ω θ ω ω θ θ= + − − =

= = ≠ ≠

1 0( , )j

i
L A A=

�

[ ]

n

k i i

ij AΨ = …

� 2

[ ]

m n

i i jk

i

− −

Ψ = Ψ …

� 1

1 1 1 1

1 1 2 1 3 1 1 1

2 2 2 2

2 1 2 2 3 2 1 2

1 2 3 1

0,
,

0,

det 0.

n

i i j

n n

n n

n n n n

n n n n n n

i j

i j

−

−

−

−

= ≠
Ψ 

≠ =
ΛΨ =

 Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ
 
Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ = ≠
 
 
Ψ Ψ Ψ Ψ Ψ  

…

…

…

… … … … … …

…

1 2

1 2 1

1

0,

( , , , , 1, ; ).

m n

m n m n

i i i j j j k

i i i i

m n

x x x x

i i j k n j k

−

− − −

−

Ψ =

= ≠

…
…

…

0( , ) ; det[ ] 0 , ( 1, ).j j

i j i ix A A x x i, j n= ≠ =

( )( 3)
2 , .

2

m n m n
m n n

− − +
− > ≤

Математика и механика. Физика

49



СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Ивлев Е.Т., Аль-Хассани М.А., Лучинин А.А. Дифференциру-
емое отображение аффинного Qm и проективного Pn простран-
ства (m<n) // Известия Томского политехнического универси-
тета. – 2013. – Т. 323. – № 2. – С. 16–20.

2. Аль-Хассани М.А., Молдованова Е.А. Дифференцируемое ото-
бражение аффинного Qn и проективного Pn пространства // Из-
вестия Томского политехнического университета. –
2013. – Т. 323. – № 2. – С. 28–32.

3. Фиников С.П. Метод внешних форм Картана в дифферен-
циальной геометрии. – М.: ГИТТЛ,1948. – 432 с.

4. Лаптев Г.Ф. Дифференциальная геометрия погруженных мно-
гообразий // Труды московского математического общества. –
М.: ГИТТЛ, 1953. – Т. 2. – С. 275–382.

5. Лаптев Г.Ф. К инвариантной теории дифференцируемых ото-
бражений // Труды Геометрического Семинара. Т. 6. – М.: ВИ-
НИТИ АНСССР, 1974. – С. 37–42.

6. Остиану Н.М. О канонизации подвижного репера погруженно-
го многообразия // Rev. math. pures et appl. (RNR). – 1962. –
№ 2. – P. 231–240.

7. Дифференциально-геометрические структуры на многообра-
зиях / Л.Е. Евтушик, Ю.Г. Лумисте, Н.М. Остиану, А.П. Ши-
роков // Итоги науки и техники. Сер. Пробл. геом. – 1979. –
Т. 9. – С. 3–246.

8. Ивлев Е.Т., Лучинин А.А. Отображения аффинных и евклидо-
вых пространств // Известия Томского политехнического уни-
верситета. – 2010. – Т. 317. – № 2. – С. 8–14.

9. Ивлев Е.Т. О многообразии E (L, Lm, Lm+1) в n-мерном проектив-
ном пространстве Pn(m>2) // Сибирский математический жур-
нал. – 1967. – Т. 8. – № 6. – С. 1307–1320.

10. Базылев В.Т. О многомерных сетях и их преобразованиях //
Институт научн. информации АН СССР. Итоги науки. – М.:
Изд-во ВИНИТИ АН СССР, 1963. – С. 139–164.

11. Акивис М.А. Фокальные образы поверхности ранга r // Извес-
тия вузов. Математика. – 1957. – № 1. – С. 9–19.

Поступила 08.05.2013 г.

Из (1) и (2) с учетом (27) и (25) заключаем, что
интегральные кривые распределения (29) опреде-
ляются дифференциальным уравнениям:

(α=i фиксировано).     (30)

Точке B∈Qm на прямой L1
i=(A–0,A–i) сопоставим

при каждом фиксированном i=α точку

(i=α фиксировано).             (31)

Из (30) с учетом (23), (24), (29), (31), (1) и (2) за-
ключаем, что каждая точка Yi является фокусом
прямой A0Yi в смысле [11] вдоль фокальных инте-
гральных кривых соответствующего распределе-
ния ∆m,m–1 (при α=i) тогда и только тогда, когда

(32)

Эта система имеет нетривиальные решения от-
носительно θ a~ тогда и только тогда, когда при каж-
дом фиксированном i имеем:

(33)

Отсюда следует, что на прямой A0Yi имеется в
общем случае (n–1) фокусов Yi с соответствующи-
ми фокальными направлениями, определяемыми
в силу (33) из системы (32). Заметим с учетом (33)
в соответствии с [10], что точка

по j
~

суммировать)

является гармоническим полюсом точки A0 отно-
сительно фокусов Yj (j≠i) соответствующей прямой
A0Ai. Из (33) следует, что каждой точке B∈Qm в про-

странстве Pn отвечает гиперплоскость Ln–1∋Gi,
определяемая уравнением:

по j
~

суммировать).         (34)

Заметим, что в общем случае A0∉Ln–1.
3.4. Таким образом, с учетом (3), (18), (24) и (35)

справедлива следующая теорема.
Теорема 3.1. С отображением Vm,n: Qm→Pn при m

и n, удовлетворяющих неравенствам

инвариантным образом ассоциируются отображе-
ния

Здесь Mi
2n–1 – многообразия вырожденных нуль-

пар, а M2n – многообразие невырожденных нуль-
пар.

Заключение

В соответствии с [1] и теоремой 3.1 замечаем,
что фактически изучение отображения Vm,n: Qm→Pn

сводится к изучению отображения
2 1 2 1
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The urgency of work is caused by necessity of detailed studying of differentiable mappings of multivariate space.
The main aim of the research is to study differentiable mappings of Vm,n of affine space Qm to projective space Pn (m>n); to consider
mapping not only by analytical methods but also geometrically with the help of the attached geometrical images.
Methods of research. The basic method of research is the method of external forms Cartan in local differential geometry and G.F.
Lapteva's theoretical-group method. These methods assume local studying of the considered objects and use of functions of a class C∞.
Results. The authors have obtained the differential equations of internal fundamental geometrical objects of the first and the second
orders of differentiable mappings of space Qm in manifolds singular and nonsingular null-pairs space Pn. The invariant geometrical images
were found analytically and geometrically. The images were determined by the fundamental object components which helped in solving
the problem of invariant determining  the Qm space mapping in manifolds of null-pairs of Pn space.
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