
Введение

При исследовании любой динамической систе-
мы особый интерес представляют критические
значения ее параметров, при которых происходят
качественные изменения свойств стационарных
или квазистационарных режимов, т. е. наблюда-
ются бифуркации. Один из видов бифуркации, при
которой нарушается условие асимптотической
устойчивости и выполняется предельный переход,
появляется в системах, встречающихся в физике
лазеров [1], химической кинетике [2], пластиче-
ской деформации [3], биофизике [4, 5], в модифи-
цированной системе Циглера [6], и при моделиро-
вании верховых лесных пожаров [7], безопасных
процессов горения с максимальной температурой
[8]. В данной работе строится асимптотика реше-
ния, в случае нарушения условия асимптотиче-
ской устойчивости.

Постановка задачи

Рассмотрим задачу
εx'(t,ε)=A(t)x(t,ε)+f(t),                        (1)

x(t0,ε)=x0, (2)
где A(t) – квадратная матрица-функция второго
порядка с элементами аjk(t); f(t)={f1(t) f2(t)}, аjk(t),
fk(t) – аналитические функции в области D;
x0={x1

0,x2
0} – постоянный вектор, t∈D, t= t1+it2.

Условие U1. Пусть A (t) – матрица-функция вто-
рого порядка, имеет комплексно-сопряженные
собственные значения λ1,2(t)=sint±iacost, 0<a<1,
t0= –arсcos ((1–а)1/2).

Асимптотику решения задачи (1), (2) при усло-
виях U1 построим в области D при ε→0, которая
содержит неустойчивую область.

Систему (1) можно рассматривать как возму-
щенную по отношению к вырожденной системе

(3)

Вырожденная система (3) имеет единственное
решение x~(t)=–A–1(t)f(t).

Это решение в области D, а именно в точках
t=πk, ±αi, k∈Z, имеет особенность, так как соб-
ственные значения матрицы-функции А(t) в этих
точках обращаются в нуль:

λ1(πkα)≡0, λ2(πk,–α)≡0,

Поэтому рассматриваемую задачу можно назы-
вать бисингулярной [9].

Для приведения A(t) к диагональному виду вы-
полняем следующее преобразование 

B0
–1(t)A(t)B0(t)=D(t), 

где

D(t)=diag (λ1(t),λ2(t)).
Пусть в области D выполняется неравенство det

В0(t)≠0.
Задача (1), (2) с заменой x(t,ε)=B0(t)у(t,ε) при-

нимает вид:
εу'(t,ε)=D(t) у(t,ε)+εB(t) у(t,ε)+h(t),           (4)

у(t0,ε)=у0, (5)
где

Задачу Коши для дифференциальных уравне-
ний (4), (5) заменим интегральным уравнением:
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(6)

где 

Если обозначить у(t,ε)=z(t,ε)/ε, то (6) примет
вид:

(7)

Теорема 1. Если для интеграла

(8)

в некоторой области D справедлива оценка

то для решения систем интегральных уравнений
(7) справедлива оценка

||z(t,ε)||≤cδ(ε).
Доказательство. Воспользуемся методом по-

следовательных приближений:
Пусть z0(t,ε)≡0,

Тогда

По условию теоремы

и ε≤δ(σ)<1. Тогда для первого приближения имеем: 

Оценим второе приближение

Для n-го приближения справедлива оценка

Действительно, применим метод математичес-
кой индукции. При n=1 мы уже доказали вер-
ность. Пусть n=k:

Для (k+1)-го приближения имеем:

Отсюда и получаем

Последовательные приближения равномерно
ограничены

∀n∈N: ||zn(t,ε)||≤cδ(ε).
Рассмотрим ряд

||zn(t,ε)||=||z1(t,ε)||+(||z2(t,ε)||–||z1(t,ε)||)+(||z3(t,ε)||–||z2(t,ε)|)+

+…+(||zn (t,ε)||–||zn–1(t,ε)||),
так как 

||z1(t,ε)||≤cδ(ε)<1, (||z2(t,ε)||–||z1(t,ε)||)≤(cδ(ε))2<1,

(||z3(t,ε)||–||z2(t,ε)||)≤(cδ(ε))3<1,...(||zn(t,ε)||–||zn–1(t,ε)||)≤
≤(cδ(ε))n<1, 

то в рассматриваемой области последовательность
{zn(t,ε)} является сходящейся и имеет предел z(t,ε):

||zn(t,ε)||≤cδ(ε)(1–(cδ(ε))n+1)/(1–cδ(ε)), 
при n→∞ получим

||z(t,ε)||≤cδ(ε). 
Теорема доказана.
Рассмотрим теперь собственные значения

λ1,2(t)=sint±iacost, при 0<a<1.
Отсюда 

Re(λ1(t))=Re(λ2(t))=sint, Re(λ1,2(t))<0, 
при –π+2πk<t<2πk, 

Re(λ1,2(t))>0, при 2πk<t<π+2πk, Re(λ1,2(t))=0, 
при t=πk, k∈Z.

Если t=t1+it2, то 
λ1(t1,t2)=sint1(cht2+asht2)+icost1(sht2+acht2),

λ2(t1,t2)=sint1(cht2–asht2)+icost1(sht2–acht2).
Из систем

находим нули λ1(t1,t2) и λ2(t1,t2) в комплексной пло-
скости:

т. е.  (πk,–α) и (πk,α) k∈Z являются нулями соб-
ственных значений λ1(t1,t2) и λ2(t1,t2) соответствен-
но. Заметим, что Imλ1(t1,t2)>0, Imλ2(t1,t2)<0, при
|t1|<|t0|, |t2|<α.

1

1

2 2 2

1 1

2 2 2

, ,
sin 0,

1
sh ch 0, , ln 0,

1

sin 0, , ,

sh ch 0, ,

t k k Z
t

a
t a t t

a

t t k k Z

t a t t

π

α α

π

α

= ∈
= 

⇒  ++ = = − = >  −
= = ∈ 

⇒ 
− = = 

1 2 2 1 2 2

1 2 2 1 2 2

sin (ch sh ) 0, sin (ch sh ) 0,

cos (sh ch ) 0, cos (sh ch ) 0

t t a t t t a t

t t a t t t a t

+ = − = 
 

+ = − = 

2 1

1( , ) ( ) ( ( )) ... ( ( )) .kkz t c c cε δ ε δ ε δ ε +
+ ≤ + + +

0

1 1

2

( , ) ( , ) ( , , ) ( ) ( , )

( ) ( )( ( ) ( ( )) ... ( ( )) ).

t

k k

t

k

z t z t E t B z d

c c c c c

ε ε τ ε τ τ ε τ

δ ε δ ε δ ε δ ε δ ε

+ ≤ + ≤

≤ + + + +

∫

2( , ) ( ) ( ( )) ... ( ( )) .kkz t c c cε δ ε δ ε δ ε≤ + + +

2( , ) ( ) ( ( )) ... ( ( )) .nnz t c c cε δ ε δ ε δ ε≤ + + +

0

2 1

2

1

( , ) ( , )

( , , ) ( ) ( , ) ( ) ( ( )) .

t

t

z t z t

E t B z d c c

ε ε

τ ε τ τ ε τ δ ε δ ε

≤ +

+ ≤ +∫

0

0

1 0
( , ) ( , , ) ( , , ) ( ) ( ).

t

t

z t E t t y E t h d cε ε ε τ ε τ τ δ ε≤ + ≤∫

0

( , , ) ( ) ( )

t

t

E t h d cτ ε τ τ δ ε≤∫

0

0

0

1 0

1 1

( , ) ( , , ) ( , , ) ( ) .

( , ) ( , ) ( , , ) ( ) ( , ) .

t

t

t

n n

t

z t E t t y E t h d

z t z t E t B z d

ε ε ε τ ε τ τ

ε ε τ ε τ τ ε τ−

= +

= +

∫

∫

0

0

0

1

( , ) ( , , )

( , , )( ( ) ( , ) ( )) .

n

t

n

t

z t E t t y

E t B z h d

ε ε ε

τ ε τ τ ε τ τ−

= +

+ +∫

0

0

( , , ) ( ) ( ),

( ) 1, lim ( ) 0,

t

t

E t h d c

c
ε

τ ε τ τ δ ε

ε δ ε δ ε
→

≤

≤ < =

∫

0

( , , ) ( )

t

t

E t h dτ ε τ τ∫

0

0

0( , ) ( , , )

( , , )( ( ) ( , ) ( )) .

t

t

z t E t t y

E t B z h d

ε ε ε

τ ε τ τ ε τ τ

= +

+ +∫

1
( , , ) exp ( ) .

t

E t D s ds
τ

τ ε
ε

 
=   ∫

0

0

0( , ) ( , , )

1
( , , ) ( ) ( , ) ( ) ,

t

t

y t E t t y

E t B y h d

ε ε

τ ε τ τ ε τ τ
ε

= +

 + +  ∫

Математика и механика. Физика

41



Рассмотрим теперь функции

Если t=t1+it2, то 
u1(t1,t2)–u1(t0,0)=

=–cost1(cht2+asht2)+isint1(sht2+acht2)+√

1–a2,

u2(t1,t2)–u2(t0,0)=

=–cost1(cht2–asht2)+isint1(acht2–sht2)+√

1–a2.

Пусть 
u11(t1,t2)=Re(u1(t1,t2)–u1(t0,0))=

=–cost1(cht2+asht2)+√

1–a2,

u21(t1,t2)=Re(u2(t1,t2)–u2(t0,0))=

=–cost1(cht2–asht2)+√

1–a2.

Приступаем к построению области D:
D={(t1,t2):u11(t1,t2)≤0, u21(t1,t2)≤0,|t2|≤α}.

Из равенств u11(t1,t2)=0, u21(t1,t2)=0 имеем:
–cost1(cht2+asht2)+√


1–a2=0⇒t2=ϕ1(t1), t2=ϕ2(t1),

–cost1(cht2–asht2)+√

1–a2=0⇒t2=–ϕ1(t1), t2=–ϕ2(t1),

где

Функция t2=ϕ1(t1) монотонно возрастает, а
функция t2=ϕ2(t1) монотонно убывает при
t∈[t0,–t0]. Эти две функций t2=ϕ1(t1), t2=ϕ2(t1) пере-
секаются в точке (0,–α).

В окрестности точки (0,–α) функция
u11(t1,t2)=0 делит плоскость на четыре равных сек-
тора, в которых знак функций u11(t1,t2)=0 череду-
ется. Аналогично в окрестности точки (0,–α)
функция u21(t1,t2)=0 делит плоскость на четыре
равных сектора. Обе функции отрицательны в сек-
торе, который содержит действительную ось Оt1.
Из пересечений секторов мы получаем криволи-
нейный четырехугольник. Следовательно, область
D является криволинейным четырехугольником с
вершинами A(t0,0), B(0,–α), C(–t0,0) и D(0,α).

Перейдем к оценке интеграла (8):
Теорема 2. Для интеграла

(9)

в области D справедливa оценка

где 
u1(t)=–cost1(cht2+asht2)+isint1(sht2+acht2)+cost0,

cost0=√

1–a2,

Ω31(t,ε)=ε, при h1(0,–α)= 0,

H00={t:u11(t1,t2)≤0, u21(t1,t2)≤0, t1≤–δ, δ2≤|t1+i (t2+α)|};

H01={t:u21(t1,t2)≤0, –δ≤t1, u11(t1,t2)≤(εlnε)/2, 

δ2≤|t1+i (t2+α)|};

H10={t:u11(t1,t2)≤0, –α≤t2, |t1+i(t2+α)|=ε2γδ2,

–εγc≤t1≤δ1(ε)};

H11={t:u11(t1,t2)=(1/2–γ)εlnε, 

δ1(ε)≤t1≤–t0+c(1/2–γ)εlnε};

H20={t:u11(t1,t2)≤0, –α≤ t2, |t1+i(t2+α)|≤εδ 2};

H21={t:–cε≤u11(t1,t2)≤0, u21(t1,t2)≤0, cε1/2≤t1, t2>–α};

H0=H00∪H01, H1=H10∪H11, H2=H20∪H21,

D=H0∪H1∪H2.
δ – достаточное малое число, 0≤γ<1/2.
Лемма 1. Если t∈H00, то для интеграла (9) спра-

ведлива оценка

(10)

Доказательство. Путь интегрирование состоит из
отрезка прямой, соединяющей точки (t0,0) и (t1,t2),
уравнение прямой имеет вид τ2=(τ1–t0)(t1–t0)/t2, при
этом t0≤τ1≤t1. Так как в области H00 интеграл не
имеет особенностей, то воспользуемся правилом
интегрирования по частям:

где
k=1+i(t1–t0)/t2, u1(τ1)=–cosτ1(ch((τ1–t0)(t1–t0)/t2)+

+ash ((τ1–t0)(t1–t0)/t2))+isinτ1(sh((τ1–t0)(t1–t0)/t2)+

+ach ((τ1–t0)(t1–t0)/t2))+cost0,

λ1(τ1)=sinτ1(ch((τ1–t0)(t1–t0)/t2)+

+ash ((τ1–t0)(t1–t0)/t2))+icosτ1(sh((τ1–t0)(t1–t0)/t2)+

+ach ((τ1–t0)(t1–t0)/t2)).
Так как 

Re(λ1(τ1))=sinτ1(ch((τ1–t0)(t1–t0)/t2)+

+ash((τ1–t0)(t1–t0)/t2))<0
при τ1<0 в области D, то функция Re (u1(τ1)) убыва-
ет при t0≤τ1≤t1≤–δ<0, и
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Лемма 2. Если t∈H10, то для интеграла (9) спра-
ведлива оценка

0<γ≤1/2. (11)
Доказательство вытекает из леммы 1, при

δ=сε2γ.
Лемма 3. Если t∈H20, то для интеграла (9) спра-

ведлива оценка

(12)

Доказательство. Путь интегрирование состоит
из двух частей: l1 – линии Стокса, τ2=ϕ2(τ1), t0≤τ1≤0, 

где при этом

l2 – отрезок, соединяющий точки (0,–α) и (t1,t2),
уравнение прямой имеет вид τ1=t1(τ2+α)/(t2+α), 

где

S(τ1)=√

1–a2–a2sinτ1, ψ(τ2)=t1(τ2+α)/(t2+α).

Рассмотрим функцию S(τ1):
S(0)=0, S(τ1)≠0 при τ1∈[t0,0), |t0|<π/2;

S'(0)=0.

Из леммы 1 имеем

В окрестности точки перевала (0,–α) применя-
ем метод стационарной фазы.

j32(t,ε)=O(ε), при h1(0,–α)=0; j32(t,ε)=O(√
–ε ), при

h1(0,–α)≠0.
Объединяя оценки j311(tε), j312(t,ε), получим

оценку для интеграла j31(t,ε):

Для интеграла j32(t,ε) в окрестности точки пере-
вала (0,–α) функцию u1(ψ(τ2),τ2) заменяем функци-
ей u1(ψ(τ2),τ2)~–k(τ2+α)2, k=u"1(ψ(–α),–α)/2, а функ-
цию h1(t2) разлагаем в ряд Тейлора в окрестности
t2=–α. Получим:

Отсюда

Следовательно,

Лемма 4. Если t∈H00, то для интеграла (9) спра-
ведлива оценка (10).

Доказательство. Путь интегрирование состоит
из двух частей: l1 – линии Стокса τ2=ϕ2(τ1), t0≤τ1≤0, 

где l2 – отрезок, со-

единяющий точки (0,–α) и (t1,t2), уравнение пря-

мой имеет вид τ1=t1(τ2+α)/(t2+α), Из

(9) имеем

Из леммы 3 для первого интеграла имеем оценку,
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При τ1=t1(τ2+α)/(t2+α) справедливо неравен-
ство:

u11(τ2)≥(τ2+α)2u11(t2)/(t2+α)2≥u11(t2),
где u11(τ)=–cos (t1(τ2+α)/(t2+α))(chτ2+ashτ2)+cost0,
так как функция 0≥u11(τ2)≥u11(t2) и 1/(τ2+α)≥
≥1/(t2+α), то отсюда и следует неравенство
u11(τ2)≥(τ2+α)2u11(t2)/(t2+α)2.

Отсюда

Следовательно,

Лемма 5. Если t∈H11, то для интеграла (9) спра-
ведлива оценка (11).

Доказательство вытекает из леммы 4, при
δ=сε2γ.

Лемма 6. Если t∈H21, то для интеграла (9) спра-
ведлива оценка (12).

Доказательство. Путь интегрирование состоит
из двух частей: l1 – линии Стокса τ2=ϕ2(τ1), t0≤τ1≤0, 

где l2 – отрезок, сое-

диняющий точки (0,–α) и (t1,t2), уравнение прямой 

имеет вид τ1=t1(τ2+α)/(t2+α),

Из (9) имеем

Из леммы 3 для первого интеграла имеем оценку

Пусть

Рассмотрим функцию
u1(t)=–cost1(cht2+asht2)+isint1(sht2+acht2)+√


1–a2,

в области t∈H21, –с≤ε–cost1(cht2+asht2)+√

1–a2≤0

т. е. –cost1(cht2+asht2)+√

1–a2=O(ε).

Тогда

Для первого интеграла применяем метод ста-
ционарной фазы, а второй интеграл интегрируем
по частям. Получим оценку:

Следовательно,

Из лемм 1–6 вытекает доказательство теоремы 2.
Теорема 3. Для интеграла

в области D справедлива оценка

где u1(t)= –cost1(cht2–asht2)+isint1(sht2–acht2)+cost0,
cost0=√


1–a2, если h2(0,α)≠0, то

Если h2(0,α)=0, то Ω
~

131(t,ε)=ε, 0≤γ<1/2, 

H~0, H~1, H~2 симметричны относитель-

но действительной оси областям Н0, Н1, Н2 соот-
ветственно. D=H~0∪H~1∪H~2.

При доказательстве теоремы 2 путь интегриро-
вания L~ берется симметрично L относительно дей-
ствительной оси. Вычисляются точно такие же ин-
тегралы, которые были вычислены при доказа-
тельствах лемм 1–6.

Следовательно, при h1(0,–α)≠0, h2(0,α)≠0 имеем:

где
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а при h1(0,–α)=0 и h2(0,α)=0,

Отсюда, учитывая теорему 1, для решения си-
стем интегрального уравнения (7) имеем:

при выполнении условий

и ||z(t,ε)||≤cε при выполнении условий

Отсюда мы получаем справедливость следую-
щих теорем.

Теорема 4. Пусть выполняются условия

Тогда задача (1), (2) имеет единственное реше-
ние и для него справедлива оценка

где

Теорема 5. Пусть выполняются условия

Тогда задача (1), (2) имеет единственное реше-
ние и для него справедлива оценка

Заключение

Из теорем 4, 5 следует, что асимптотическое
поведение решения задачи (1), (2) существенно за-
висит от неоднородной части уравнения (1), т. е. от
f(t). Построен главный член асимптотики решения
сингулярно возмущенных обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений с четырьмя периодичес-
кими точками поворота при нарушении условия
асимптотической устойчивости. Полученная асим-
птотическая оценка для решения рассмотренной
задачи является неулучшаемой.
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ASYMPTOTICS OF SOLUTION OF SINGULARLY PERTURBED PROBLEM 
WITH PERIODIC TURNING POINTS IN COMPLEX PLANE

Dilmurat A. Tursunov, 
Cand. Sc., Osh State University, 

Kyrgyz Republic, 723500, Osh, Lenin street, 331. E-mail: d_osh@rambler.ru

When studying any dynamical system the critical values of its parameters are of special interest.  Properties of stationary or quasi-sta-
tionary regimes change fundamentally, i.e. the bifurcation is observed. One type of bifurcation, when asymptotic stability condition is
disturbed and limiting process is carried out, appears in the systems occurring in laser physics, chemical kinetics, plastic deformation, bio-
physics, in the modified Ziegler system, and when modeling the crown forest fire and safe combustion with maximum temperature.
Using the stationary phase method the author has constructed the asymptotic for solving singularly perturbed ordinary differential equa-
tions with periodic turning points in the complex plane when the condition of asymptotic stability is disturbed. The obtained asymptotic
estimation for solving the problem is not the improved one. 
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Solution asymptotic, turning point, singularly perturbation, asymptotic stability, Stokes line, ordinary differential equation.


