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1. Аналитический аппарат

1.1. Как и в [1–3] рассматривается m-мерное
аффинное пространство Qm и n-мерное эквипроек-
тивное пространство Pn, отнесенные к подвижному
аффинному реперу Q и подвижному эквипроектив-
ному реперу P с соответствующими деривацион-
ными формулами и структурными уравнениями:

(1)

(2)

Предполагается, что между пространствами су-
ществует дифференцируемое отображение

(3)

Дифференциальные уравнения этого отображе-
ния с учетом (1) и (2) запишутся в виде

(4)
0

, ( , , 1, ).i i a

a
A i j k nω = Θ =

,
: .

m n m n
V Q P→

: { }, , ,

0, ( , , 0, ).

J J K J

n I I I J I I K

K
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P P A dA A D

I J K n

ω ω ω ω
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a b

m a a a a b
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b a a c

Q Q B dB d
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Двукратное продолжение [4] этой системы диффе-
ренциальных уравнений с учетом (1) и (2) приводят к
дифференциальным уравнениям, которым удовле-
творяют компоненты внутреннего фундаментального
геометрического объекта Г={Aa

i, A i
ab} в смысле [5, 6]:

(5)

Заметим в соответствии с [2, (8)], что отображе-
ние (3) направление u=(B

–
,ε–a) ua∈Qm переводит в на-

правление x=Vm,nu=(A
–

0, A
–

i) xi, где

(6)

1.2. В соответствии с [5, 6] система величин Aa
i

удовлетворяет дифференциальным уравнениям (4)
и (5) и образует фундаментальный геометрический
объект {Aa

i} первого порядка отображения (3). Эта
система величин образует матрицу [Aa

i] (i=

1,n


;
a=

1,m


) размера n×m. Ранг r этой матрицы в общем
случае равен r=min(n,m).

Определение 1.1. Отображение V r
m,n: Qm→Pn на-

зывается регулярным отображением, если ранг r
матрицы [Aa

i] равен r<min (n, m). Если r<min(n,m),
то отображение называется отображением ранга r
и обозначается V r

m,n.
Заметим, что в статьях [1–3] изучались регу-

лярные отображения V m,n.
В данной статье изучаются отображения V r

m,n.
Поскольку ранг r матрицы [Aa

i] меньше
min(n,m), то она имеет хотя бы один ненулевой (ба-
зисный) минор порядка r. Для определенности та-
ким минором будем считать

(7)

Тогда на основании теоремы о базисном миноре
получаем, что в каждой точке B∈Qm имеют место
соотношения:

(8)

1.3. В каждой точке B∈Qm проводится такая ка-
нонизация аффинного Q и проективного P реперов,
при которой

(9)

Из дифференциальных уравнений (5) с учетом
(4), (8) и (9) получаются в каждой точке B∈Qm сле-
дующие дифференциальные уравнения:

(10)

С учетом (7) в каждой точке B∈Qm можно вве-
сти в рассмотрение величины Bi1

a1 по формулам

(11)

которые в силу (10) удовлетворяют дифферен-
циальным уравнениям:

(12)

Из (10)–(12) в точке B∈Qm имеют место следую-
щие дифференциальные уравнения:

(13)

где

(14)

Из (1) и (2) с учетом (9) и (13) замечаем, что ве-
личины (14) удовлетворяют дифференциальным
уравнениям

(15)

В соответствии с [7–10] дифференциальные
уравнения (13) и (15) свидетельствуют о существо-
вании в общем случае в точке B∈Qm канонизации
реперов Q и P типа (9).

В следующем разделе данной статьи будет дана
геометрическая интерпретация дифференцируе-
мого отображения V r

m,n: Qm→Pn в терминах канони-
зации реперов Q и P типа (9) в каждом из случаев
m=n, m<n и m>n.

2. Геометрическая характеристика отображения V r

m,n

2.1. В соответствии с (6) совокупность всех на-
правлений u=(B

–
,ε–a) ua∈Qm при отображении (3),

приходящих в точку A0 удовлетворяет уравнениям

(16)

С учетом (7) и (9) заключаем, что система (16) в
случае отображения V r

m,n: Qm→Pn имеет единствен-
ное решение ua=0. Геометрически это означает, что
совокупность всех указанных направлений в точке
B∈Qm образует (m–r)-плоскость

(17)

Поэтому в пространстве Qm определено распре-
деление

(18)

Интегральные кривые, описываемые точкой
B∈Qm, распределения (18) в смысле [7] с касатель-
ными, принадлежащими Гm–r, в силу (1) и (17)

,
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определяются с учетом (10), (13) и (14) следующей
вполне интегрируемой системой дифференциаль-
ных уравнений Пфаффа:

(19)

так как

(20)

Иными словами, распределение (18) является
голономным.

2.2. Заметим с учетом (2) и (10), что точка A0 в
соответствующем при отображении V r

m,n проектив-
ном пространстве Pn описывает r-поверхность
Sr⊂Pn с касательной r-плоскостью

(21)

При этом в силу (2), (13) и (19) r-плоскость
Lr⊂Pn постоянна вдоль интегральных кривых ра-
спределения (18). Следовательно, в случае m<n по-
верхность Sm (m≠r) в Pn

с касательной m-плоскостью Lm⊃Lr, о которой
идет речь в [2], в соответствии с [10–12] предста-
вляет собой (m–r)-мерное семейство r-плоскостей
Lr, т. е. является тангенциально вырожденной по-
верхностью в смысле М.А. Акивиса.

Таким образом, с учетом (3), (13), (17) и (21) до-
казана

Теорема 2.1. Дифференцируемое отображение
ранга r: V r

m,n: Qm→Pn характеризуется тем, что оно
каждую (m–r+1)-плоскость Гm–r+1=(Гm–r,ε–a1

)ua1⊂Qm

переводит в соответствующее направление
x=(a1

0,A
–

i1
) Aa1

i1 ua1∈Lr⊂Pn.
Здесь (m–r)-плоскость Гm–r⊂Qm; Гm–r–�B является

ядром указанного отображения, а r-плоскость Lr

касается r-поверхности Sr⊂Pn в точке A0∈Pn.
2.3. Из результатов предыдущего пункта следу-

ет, что во всех случаях m=n, m<n и m>n при ото-
бражении V r

m,n: Qm→Pn определена r-поверхность
Sr⊂Pn с касательной r-плоскостью Lr в точке
A0∈Sm. Поэтому во всех указанных случаях при
отображении V r

m,n можем воспользоваться резуль-
татами статьи [2] (в случае m-поверхности Sm⊂Pn

для доказательства того, что и с отображением V r
m,n

инвариантным образом ассоциируются отображе-
ния fm

2n: Qm→M2n и fm
2n–1: Qm→M2n–1 аффинного про-

странства Qm в многообразие невырожденных
нуль-пар, соответственно.

3. Существование отображения V r

m,n

В этом разделе будет обосновано существование
отображения V r

m,n: Qm→Pn.
3.1. Из результатов пункта 2.1 с учетом (15) и

(18)–(20) следует, что голономное распределение
∆m–r,m определяется дифференциальными уравне-
ниями:

(22)

Геометрически с учетом (19) это распределение
характеризуется тем, что вдоль его интегральных

кривых, описываемых точкой B∈Qm, соответствую-
щая точка A0∈Pn неподвижна. Вдоль этих инте-
гральных кривых в силу (14), (15) в точке B∈Qm вы-
полняются дифференциальные уравнения

(23)

Заметим, что вдоль интегральных кривых ра-
спределения ∆m–r,m: B→Гm–r точка B∈Qm описывает
голономную (m–r)-поверхность S

~
m–r⊂Qm с касатель-

ной (m–r)-плоскостью (17). Из (22) с учетом (15) и
(23) следует, что на (m–r)-поверхности S

~
m–r выпол-

няются дифференциальные уравнения

(24)

Заметим также, что 1-формы Θ
a1

a�1
и ∇B

a1

a�1b�1c полу-
чены путем внешнего дифференцирования систе-
мы Θa1=0 с последующим применением леммы
Картана [4].

В соответствии с [13, 14] заключаем, что геоме-
трический объект

(25)

является фундаментальным геометрическим
объектом (m–r)-поверхности S

~
m–r⊂Qm. Структура

этого объекта такова, что он является объектом об-
щего вида на S

~
m–r. Это означает, что (m–r)-поверх-

ность S
~

m–r является (m–r)-поверхностью общего ви-
да в пространстве Qm и определяется с произволом
r функций (m–r) аргументов (вдоль интегральных
кривых голономного распределения ∆m–r,m).

Таким образом, система дифференциальных
уравнений (24) в инволюции в смысле [4].

3.2. Заметим, что инволютивность системы (24)
можно показать, если воспользоваться методом
Кэлера [4].

Из (24) следует, что общее число N независи-
мых величин Ba1

a�1b�1c�1
, определяющих общий инте-

гральный элемент, равно

Строим цепь по формам базиса Θa1=0,[Θr+1…Θm].
Линейный элемент Er+1(Θ

a1=0, Θr+2=…=Θm=0)
определяется дифференциальными уравнениями

Произвол линейного элемента Er+1 равен

(26)

Давая всем Rr+1 величинам Ba1

a�1b�1,r+1 произвольные, 

но определенные значения получаем эле-
мент E0

r+1. Второй элемент Er+2(Θ
a1=0,Θr+3=…=Θm=0),

проходящий через элемент E0
r+1, определяется диф-

ференциальными уравнениями
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(27)

Коэффициенты при Θr+1 уже известны. Поэтому
из (27) в силу B

a1

[a�1b�1c�1]=0 замечаем, что произвол ли-
нейного элемента Er+2, проходящего через элемент
E0

r+1, равен

(28)

Продолжая процесс, мы получаем, что интеграль-
ный элемент Em, проходящий через элемент E0

m–1,
определяется дифференциальными уравнениями

(29)

Коэффициенты при Θh уже известны. Поэтому
из (29) следует, что произвол элемента Em, прохо-
дящего через элемент E0

m–1, равен

(30)

Из (26), (28) и (30) в силу (25) и в соответствии с
[4] заключаем, что число Картана Q равно

т. е. система (24) в инволюции и определяет реше-
ние с произволом r функций m–r аргументов. Поэ-

тому доказано, что отображение V r
m,n: Qm→Pn суще-

ствует.
Замечание 3.1. Учитывая результаты разде-

ла 2, можно дать следующее геометрическое пред-
ставление отображения V r

m,n: Qm→Pn.
В аффинном пространстве Qm с произволом r

функций m–r аргументов задается (m–r)-поверх-
ность S

~
m–r⊂Qm с касательной (m–r)-плоскостью Гm–r

в точке B∈S
~

m–r. Каждой точке B∈S
~

m–r сопоставляет-
ся центропроективное пространство Pn с центром в
точке A0 так, что в этом пространстве задается со-
ответствующая r-плоскость Lr–�A0.

В итоге вдоль S
~

m–r⊂Qm точка A0∈Pn является те-
кущей точкой r-поверхности Sr⊂Pn с касательной
r-плоскостью Lr.

Выводы

В работе рассмотрено регулярное отображение
ранга r аффинного и проективного пространств.
Дана геометрическая характеристика этого ото-
бражения. Показано, что с данным отображением
инвариантно ассоциируется отображение m-мер-
ного аффинного пространства в многообразие не-
вырожденных нуль-пар. Доказывается (геометри-
чески и методом Кэлера), что рассматриваемое
многообразие существует. Полученные результа-
ты могут быть использованы для детального изуче-
ния невырожденных нуль-пар и доказательства
существования дифференцируемого отображения
аффинных и проективных пространств в общих
случаях.

1 2
... ,

r r m
Q R R R N+ += + + + =

{( ) ( 1)}

{( ) ( 2)}
.

2
m

m r m r

m r m r
R r r

− − − − × 
 × − − − − 

= ⋅ =

ɵ
ɵ

ɵ

1

1 1
1 1

1 1 1 1

1

0

,

( 0, 0, 1, 1).

a

a ah m
a b h

a b a b m

a m

B B B

h m

∇ = Θ + Θ

Θ = Θ ≠ = −

ɵ
ɵ ɵ

2

( 1)( 2)
.

2
r

r m r m r
R +

⋅ − − − −
=

ɵ
ɵ

ɵ

1

1 1
1 1

1 1 1 1

1

0
1 2

, 1
, 2

3

,

( 0, ... 0).

a
a ar r

a b r
a b a b r

a r m

B B B+ +
+

+

+

∇ = Θ + Θ

Θ = Θ = = Θ =

ɵ
ɵ ɵ

Известия Томского политехнического университета. 2014. Т. 324. № 2

38



REFERENCES

1. Al-Khassani M.A., Moldovanova E.A. Differentsiruemoe oto-
brazhenie affinnogo Qm i proektivnogo Pn prostranstv [Differen-
tiable mapping of affine Qm and projective Pn spaces]. Bulletin of
the Tomsk Polytechnic University, 2013, vol. 323, no. 2,
pp. 28–32.

2. Ivlev E.T., Al-Khassani M.A., Luchinin A.A. Differentsiruemoe
otobrazhenie affinnogo Qm i proektivnogo Pn prostranstv (m<n)
[Differentiable mapping of affine Qm and projective Pn spaces
(m<n)]. Bulletin of the Tomsk Polytechnic University, 2013,
vol. 323, no. 2, pp. 16–20.

3. Ivlev E.T., Al-Khassani M.A., Luchinin A.A. Differentsiruemoe
otobrazhenie affinnogo Qm i proektivnogo Pn prostranstv (m>n)
[Differentiable mapping affine Qm and projective Pn spaces
(m>n)]. Bulletin of the Tomsk Polytechnic University, 2014,
vol. 324, no. 2, pp. 47–51.

4. Finikov C.P. Metod vneshnikh form Kartana v differentsialnoy
geometrii [Method of Cartan's exterial forms in differential geo-
metry]. Moscow, GITTL, 1948. 432 p.

5. Laptev G.F. Differentsialnaya geometriay pogruzhennykh mno-
goobraziy [Differential geometry of the immersed manifolds].
Trudy matematicheskogo obshchestva [Proc. of Moscow mathe-
matical society]. Moscow, GITTL, 1953, no. 2, pp. 275–382.

6. Laptev G.F. K invariantnoy teorii differentsialnykh otobrazheniy
[To the invariant theory of differentiable mappings]. Trudy geo-
metricheskogo seminara [Proc. of a geometrical seminar]. Mos-
cow, Institute of the Scientific Information an Academy of Scien-
ces of the USSR, 1974. Vol. 6, pp. 37–42.

7. Evtushik L.E., Lumiste Yu.G., Ostianu N.M., Shirokov A.P. Dif-
ferentsialno-geometricheskie struktury na mnogoobraziyakh
[Differential-geometrical structure on manifolds]. Results of a
science and engineering. Series: Problems of geometry, 1979,
vol. 9, pp. 3–246.

8. Ivlev E.T., Luchinin A.A. Otobrazhenie affinnykh i evklidovykh
prostranstv [Mapping affine and Euclidean spaces]. Bulletin of
the Tomsk Polytechnic University, 2010, vol. 317, no. 2,
pp. 8–14.

9. Ostianu N.M. O kanonizatsii podvizhnogo repera pogruzhennogo
mnogoobraziya [On canonization of a mobile reference point of
the immersed manifold]. Rev. math. pures et appl. (RNR), 1962,
no. 2, pp. 231–240.

10. Akivis M.A. Fokalnye obrazy poverkhnosti ranga r [Focal images
of surface of a rank r]. Bulletin of high schools. Mathematics,
1957, no. 1, pp. 9–19.

11. Akivis M.A. Ob odnom klasse tangentsialno vyrazhdennykh po-
verkhnostey [On one class of tangential singular surfaces]. Re-
ports of Academy of Sciences the USSR, 1962, vol. 146, no. 3,
pp. 515–518.

12. Laptev G.F. Differentsialnaya geometriya mnogomernykh po-
verkhnostey [Differential geometry of multidimentional surfa-
ces]. Institut nauchnoy informatsii. Itogi nauki. Geometriya [In-
stitute of the scientific information. Result of a science. Geome-
try]. Moscow, Institute of the Scientific Information an Academy
of Sciences of the USSR, 1965, pp. 239–263.

13. Ostianu N.M. O geometrii mnogomernoy poverkhnosti proektiv-
nogo prostranstva [On geometry of a multidimmentional surface
of projective space]. Trudy geometricheskogo seminara [Proc. of a
geometrical seminar]. Moscow, Institute of the Scientific Infor-
mation an Academy of Sciences of the USSR, 1966. Vol. 1,
pp. 239–263.

14. Shveykin P.I. Normalnye geometricheskie obekty poverkhnosti v
affinnom prostranstve [Normal geometrical objects of a surface
in affine space]. Trudy geometricheskogo seminara [Works of a
geometrical seminar]. Moscow, Institute of the Scientific Infor-
mation an Academy of Sciences of the USSR, 1966. Vol. 1,
pp. 331–423.

Математика и механика. Физика

39

UDC 514.757.2
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The urgency of the work is caused by necessity of additional studying of special mapping V r
m,n of r<min (m, n) rank in affine Qm and pro-

jective Pn spaces.
The main aim of the study. The previous works considered the mappings Vm,n, when r<min (m, n) in cases m=n, m<n, m>n. In the gi-
ven work the authors consider the differentiable mapping V r

m,n of r<min (m,n) rank in affine space Qm and projective space Pn.
Methods of research. The basic methods of research are Cartan method of external forms in local differential geometry and G.F. Lap-
teva’s theoretical-group method. These methods assume local studying of the considered object and the use of functions of a class C∞.
Results. The paper considers the regular mapping of rank  of affine and projective spaces. The geometrical characteristic of this map-
ping is given. The mapping of m-dimensional affine space in manifold nonsingular null-pair is associated with V r

m,n invariant mapping.
The existence of the given mapping is proved (geometrically and by Ka

..
hler's method). The authors studied analytically and geometrical-

ly the structure of internal fundamental geometrical object of mapping V r
m, n.
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Differentiated mapping, multidimensional spaces and surfaces, geometrical objects.


