
Введение

Используемые на рынках финансовые инстру-
менты становятся более разнообразными и порож-
дают довольно изощренные потоки платежей [1].
При этом построение математической модели фи-
нансового рынка и анализ процессов требуют при-
менения математических методов на достаточно
высоком уровне. В связи с этим большую популяр-
ность имеет финансовая математика, основным
объектом исследования которой являются различ-
ные модели рынка ценных бумаг [2–4]. Опцион ку-
пли (call option) является вторичной (производной)
ценной бумагой и представляет собой контракт, по
которому покупатель опциона приобретает право
купить некоторый оговоренный в договоре базис-
ный актив по определенной цене в определенный
момент времени, а продавец опциона за премию,
являющуюся ценой опциона, обязан исполнить
требование держателя при предъявлении опциона
к исполнению. Рассматриваемый в предлагаемой
статье опцион купли Европейского стиля может
быть погашен только в дату истечения срока дей-
ствия опциона.

С развитием рынка стандартные, или ваниль-
ные, опционы купли (standard call option, plain va-
nilla call option), выплаты по которым зависят от
спотовой цены (spot price) базисного актива в мо-
мент исполнения дериватива ST и цены исполнения
контракта K1 (страйковая цена – striking price) (1)

(1)

не могли полностью удовлетворить запросы по-
купателей, вызванные особенностями риска, кото-
рый бы они хотели хеджировать деривативами.
Поэтому естественным стало появление класса эк-
зотических опционов (exotic options), модифици-
рованных дополнительными требованиями и усло-
виями [5–15]. В информационно емком изложении
[7–9], а также аналитическом обзоре [16] отмеча-
ется, что в мире экзотических опционов просто за-
предельное разнообразие этих инструментов, тео-
рия которых разработана в незначительной степе-
ни, тем не менее, изыскания в этой области актив-
но поддерживаются многочисленными грантами,
поскольку в результатах исследований заинтересо-
ваны многие сферы (например, индустрии страхо-
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Актуальность исследования обусловлена необходимостью разработки математического аппарата, с помощью которого агент
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Цель работы: представить классификацию опционов как вторичных ценных бумаг, обосновать выбор в пользу экзотических оп-
ционов, указав на преимущества. Для рассматриваемого опциона рассчитать оптимальную стоимость, необходимый для инве-
стирования капитал, а также состав формируемого портфеля, обеспечивающего капитал. Сформулировать и дать экономиче-
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Методы исследования: ввиду области применения результатов – диффузионный финансовый рынок – необходимо исполь-
зовать вероятностные методы для оценивания стоимости опционов как стохастической моделей финансовой математики.
Результаты: авторы решили поставленную задачу, получив формулы справедливой стоимости Европейского опциона купли с
ограничением выплат по опциону, а также формулы, определяющие оптимальный портфель ценных бумаг и отвечающий этому
портфелю капитал. Рассмотрен предельный случай перехода квантильного хеджирования в суперхеджирование. Изучены коэф-
фициенты чувствительности цены опциона к изменению начальной цены акции, оговоренной при заключении контракта цены
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вания, игр и пр.). Ключевая притягательность эк-
зотических опционов в их очевидном удобстве для
кратко- и среднесрочных сделок.

Предметом настоящей статьи является рассма-
триваемый на основе диффузионной модели (B, S)-
финансового рынка с выплатой дивидендов по ри-
сковому активу Европейский опцион купли с огра-
ничением выплаты для продавца опциона с пла-
тежной функцией (2)

(2)

где в условия стандартного контракта включена
договорная величина K2, с одной стороны, ограни-
чивающая выплаты по опциону, что может быть
выгодно подписчику опциона (the writer), а с дру-
гой стороны, гарантирующая доход держателя
(the holder); a+=max{a;0}.

В случае стандартных и экзотических опционов
с платежными функциями (1) и (2) соответственно
выплата по опционам при совершенном хеджиро-
вании (perfect hedging) может быть достаточно вы-
сокой, так как совершенное хеджирование предпо-
лагает воспроизведение выплат по опциону в пол-
ном объёме, а стоимость финансового опциона
определяется вне зависимости от предпочтений и
характеристик его обладателя. Методы совершен-
ного хеджирования не учитывают ожиданий дер-
жателя опциона, его отношение к риску при упра-
влении портфелем, а также особенности его инве-
стиционной стратегии. Описанная ситуация пред-
ставляет существенный риск для эмитента и по-
рождает требование ограничения этого риска.
В данной работе реализация выдвинутого требова-
ния осуществляется на основе одной из трех групп
подходов несовершенного хеджирования (imperf-
ect hedging) – квантильного хеджирования (quanti-
le hedging) с заданной (меньше 1) вероятностью вы-
полнения платежного обязательства [4], [17]. При
квантильном хеджировании учитывается, что сто-
имость опциона определяется на основании взаи-
модействия ряда факторов, непредвиденное изме-
нение которых и обусловливает риск обладателя
опциона. Риск обладателя финансового опциона
возникает вследствие непредсказуемых рыночных
колебаний и движений или внезапных изменений
состояния экономической среды, поэтому этот риск
классифицируется как рыночный. Стратегия кван-
тильного хеджирования либо максимизирует есте-
ственную вероятность успеха хеджирования при
условии ограничения стоимости её реализации, ли-
бо минимизирует капитал минимального хеджа
при заданной вероятности хеджирования.

Используемые обозначения: P{⋅} – вероятность
события; E{⋅} – математическое ожидание; N{a;b} –
плотность нормального распределения с параметра-
ми a и b; I[A] – индикаторная функция события A;
интеграл без указания пределов означает интегри-
рование на интервале R=(–∞,+∞); Ф–1(x) – функция,
обратная к функции распределения Лапласа

Постановка задачи

Рассмотрение задачи проводится на стохасти-
ческом базисе (Ω,F,F=(Ft)t>0,P) [2, 3]. На финансо-
вом рынке обращаются рисковые (акции) и безри-
сковые (банковский счет, государственные безри-
сковые облигации) активы, текущие цены кото-
рых St и Bt в течение интервала времени t∈[0,T]
определяются уравнениями

(3)

где Wt – стандартный винеровский процесс, S0>0,
µ∈R=(–∞,+∞), σ>0, B0>0, r>0, решения которых
имеют вид

(4)

Считаем, что текущее значение капитала инвесто-
ра Xt определяется в виде Xt=βtBt+γtSt, где πt=(βt,γt) –
пара Ft-измеримых процессов, составляющая порт-
фель ценных бумаг инвестора. Аналогично [2, 3]
предполагается, что за обладание акцией происходят
выплаты дивидендов в соответствии с процессом Dt со
скоростью δγtSt, пропорциональной рисковой части
капитала с коэффициентом 0≤δ<r, а именно:
dDt=δγtStdt. Тогда изменение капитала в задаче с ди-
видендами происходит в виде dXt=βtdBt+γtdSt+dDt.
Так как dXt=βtdBt+γtdSt+Btdβt+Stdγt, то
Btdβt+Stdγt=dDt, что является балансовым соотно-
шением, заменяющим условие самофинансируе-
мости Btdβt+Stdγt=0 в стандартной задаче [2–4].

Пусть фиксировано некоторое число ε, ε∈(0,1).
Рассматривается ситуация, когда инвестор согла-
шается принять на себя некоторый риск по испол-
нению платежного обязательства, а именно реша-
ется задача поиска наименьшего начального капи-
тала, необходимого для исполнения платежного
обязательства с вероятностью не меньшей
P(A)=1–ε [4], [17]. Необходимо определить капитал
Xt

call, сформировать соответствующий ему портфель
(хеджирующую стратегию) πt

call=(βt
call,γt

call) и на-
чальное значение капитала Xt

call=CT как стоимость
вторичной ценной бумаги – опциона, при которых
обеспечивается выполнение платежного обяза-
тельства

Предварительные результаты

Утверждение 1. Рассмотрим риск-нейтральную
(мартингальную) меру P*=Pµ–r+δ – меру, относитель-
но которой процесс S

~
t=St/Bt является мартингалом

и существование которой обеспечивает разреши-
мость задачи на неарбитражных стратегиях хе-
джирования (стратегиях, не допускающих получе-
ния прибыли без риска). Согласно [2–4] процесс
плотности мартингальной меры P* относительно
исходной меры P задается соотношением
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где

(6)

Тогда относительно меры Pµ–r+δ вероятностные
свойства процесса S(µ,r,δ), определяемого уравнением

(7)

совпадают со свойствами процесса S(r,δ), опреде-
ляемого уравнением

(8)

относительно меры P, а капитал определяется ура-
внением dXt=rXtdt+σγtStdWt

µ–r+δ, где процесс

(9)

является (согласно теореме Гирсанова) винеров-
ским относительно меры Pµ–r+δ=P*.

Доказательство приведено в [11].
Множество совершенного хеджирования. Со-

гласно теореме 6.1 из [4] оптимальная стратегия в
задаче квантильного хеджирования совпадает с со-
вершенным хеджем платежного обязательства
fT

call=fT
callIA, где множество успешного хеджирова-

ния имеет вид

(10)

С учетом (2), (4) и (5)–(10) имеем

(11)

Используя (3), (4) и (7)–(9), получаем

(12)

Множество успешного хеджирования (11) для рас-
сматриваемого опциона купли представимо в виде

(13)

Тогда, учитывая (12), (13)

(14)

Ввиду монотонного возрастания экспонен-
циальной функции (14) примет вид

(15)

Окончательно из (15) записываем выражение (16)

(16)

где P(A)=1–ε, 0<ε<1 – вероятность успешного хеджи-
рования. Определяемые уравнением (17) константы

(17)

удовлетворяют уравнению (16), но в явном виде не
находятся.

Основные результаты

Теорема 1. Пусть определены функции вида

(18)

(19)
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(20)

(21)

(22)

Тогда справедливая (рациональная) цена опциона
продажи в случае выплаты дивидендов в задаче кван-
тильного хеджирования выражается уравнением

(23)

где

(24)

(25)

Доказательство: согласно [2–4]

(26)

где E* – усреднение по мартингальной мере P*. Ис-
пользуя (2), (5)–(8), (12) в случае y1(T,S0)<(b1

T/√
–
T)<

<y2(T,S0)<(b2
T/√

–
T), имеем

Вводя замену z=x/√
–
T, запишем

(27)

Используя обозначение y=z+[(µ–r+σ)/σ]√
–
T,

рассмотрим функцию минимума в (27)

Очевидно, что (18), (19) – решения уравнений

тогда исходный интеграл (27) представим в виде сум-
мы двух интегралов CT

I=CT
1+CT

2. Последовательно
определим значение каждого слагаемого-интеграла,
тем самым показав следование (24) из (27)–(29).
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(29)

Аналогичные рассуждения и процедура преоб-
разования приводят к (25), когда (b1

T/√
–
T)=

=y2(T,S0)=(b1
T/√

–
T), что видно из (30)

(30)

Чтобы обеспечить платежное обязательство в
условиях неопределенности, возникающей ввиду
потенциальной реализации одной из ситуаций:
y1(T,S0)<(b1

T/√
–
T)<y2(T,S0)<(b2

T/√
–
T) или (b1

T/√
–
T)=

=y2(T,S0)=(b1
T/√

–
T) стоимость опциона продажи це-

лесообразно определять формулой (23) как макси-
мальную из потенциальных стоимостей (24), (25).

Теорема 2. В случае квантильного хеджирова-
ния текущий капитал Xt

call и оптимальный порт-
фель πt

call=(βt
call,γt

call) определяются формулами

(31)

где

(32)

(33)

(34)

где

(35)

(36)

(37)

(38)

где bT–t, b
~T–t/√


T–t


, y2(T–t,St), y1(T–t,St), y~2(T–t,St),
y~2(T–t,St) определяются формулами (18)–(22) с со-
ответствующими заменами T→(T–t), S0→St.

Доказательство: согласно [2–4] имеем

(39)

(40)

Формулы (31)–(33), (39) получаем из (24)–(26) с
соответствующими заменами T→(T–t), S0→St.

Учитывая справедливые для функции Лапласа
равенства
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а также вид функций y2(T–t,St), y1(T–t,St),
y~2(T–t,St), y~2(T–t,St), имеем

или в общем виде

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

где k={1:2}.
Согласно (31)–(33), (40) и с учетом (41)–(45)

приходим к (34)–(36). Используя (34)–(36) в (40),
получаем (37), (38).

Замечание 1. Теоремы 1, 2 отражают точное ре-
шение задачи квантильного хеджирования опцио-
на купли при условии выплаты дивидендов по ри-
сковому активу.

Свойства решения

Утверждение 2. Решение задачи для Европей-
ского опциона купли с ограничением выплат и ди-
видендами по акции в условиях совершенного хе-
джирования определяется уравнениями

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

(53)

Данные уравнения представляют собой обобще-
ния соответствующих уравнений, описанных в
[18–20]

Следствие 1. Если ε=0, формулы (23)–(25),
(31)–(38) переходят в формулы (46)–(53). Это под-
тверждает переход несовершенного хеджирования
в совершенное.

Доказательство: если ε=0, вероятность успеш-
ного хеджирования P(A)=1–ε=1, то есть перехо-
дим к совершенному виду хеджирования. Так как
Ф(x)+Ф(–x)=1, а константы из уравнений (16), (17)
удовлетворяют равенству (54) при ε=0

(54)

тогда получаем X
~

0
call=limXt

call, γ~t
call=limγt

call,
β~t

call=limβt
call.Таким образом, пришли к (48)–(53).

Если C
~

T=X
~

0
call, то (46), (47) следует из (52), (53).

Представляют интерес зависимости стоимости
опциона от параметров S0, K1, K2, определяющих
начальную цену рискового актива, страйковую це-
ну и величину, ограничивающую выплаты по оп-
циону. Эти зависимости характеризуются величи-
нами CT

S0=∂CT/∂S0, CT
K1=∂CT/∂K1, CT

K2=∂CT/∂K2, на-
зываемыми коэффициентами чувствительности
стоимости опциона продажи к соответствующему
параметру.
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Утверждение 3. Коэффициенты чувствительно-
сти CT

S0, CT
K1, CT

K2 задаются формулами

(55)

(56)

(57)

Доказательство формул (55)–(57) следует из
определения CT

S0, CT
K1, CT

K2 с учетом (23)–(25).

Выводы

Аналитические и графические исследования
коэффициентов чувствительности CT

S0, CT
K1, CT

K2 по-
казали, что CT

S0>0, CT
K1<0, CT

K2>0. В данном случае
рациональная стоимость Европейского опциона
купли с ограничением выплат по опциону в усло-

виях квантильного хеджирования является возра-
стающей функцией начальной стоимости рисково-
го актива (акции) S0 и величины K2, ограничива-
ющей выплаты по опциону, и убывающей функци-
ей цены исполнения опциона (страйковой цены)
K1. Экономическая интерпретация этих свойств
заключается в следующем. Увеличение начальной
цены S0 приводит к увеличению в среднем спото-
вой цены ST. Это повышает вероятность того, что
ST превзойдет K1, т. е. вероятность предъявления
опциона к исполнению увеличивается. В данной
ситуации риск держателя опциона уменьшается,
за что следует платить больше. Увеличение страй-
ка K1 приводит к повышению вероятности того,
что ST не превзойдет K1. Таким образом, риск для
покупателя опциона возрастает, а за возраста-
ющий риск следует платить меньше. Увеличение
цены опциона продажи при возрастании K2 объяс-
няется увеличением потенциального дохода поку-
пателя опциона.

Основные результаты работы при решении за-
дачи методами квантильного хеджирования:
1. Найдена формула справедливой стоимости Ев-

ропейского опциона купли с ограничением вы-
плат по опциону.

2. Найдены формулы, определяющие оптималь-
ный портфель ценных бумаг и отвечающий это-
му портфелю капитал.

3. Рассмотрен предельный случай перехода кван-
тильного хеджирования в совершенное.

4. Исследованы некоторые свойства цены опцио-
на, отражающие зависимость стоимости опцио-
на от начальной цены акции, оговоренной при
заключении контракта цены исполнения и
ограничивающей выплаты величины.
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The urgency of the discussed issue is caused by the need to provide mathematical tools allowing financial market agent to analyze and
to forecast the economic processes. At the present time derivatives, including options, demonstrate a success of options trading to make
a profit and hedg the risks associated with risk assets.
The main aim of the study: to represent options classification as secondary securities, to justify the choice for exotic options, indicat-
ing advantages; to find the optimal price, a size of the capital needed for investment and optimal hedging strategy for the option under
consideration; to formulate and to give economic interpretation of the solution properties. To test the method used for investigation hav-
ing considered a limiting case.
The methods used in the study: in diffusion financial market it is necessary to use stochastic methods for option pricing as stochastic
model of financial mathematics.
The results: the authors solved the stated problem, founded formulas for right European call option price with payment limitation and
formulas defining optimal securities portfolio and capital meeting this portfolio. The limit case of transition from quantile hedging to
superhedging is considered. The authors studied the coefficients of option price sensitivity to initial stock price and to defined strike price.
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Введение

В последнее время широко рассматриваются
пространства с размерностью нецелочисленных
порядков, которые формально будем называть
фракталами [1–3]. Кроме этого часто исследуются
различные процессы, проходящие во фракталах.

Адекватным математическим аппаратом для
описания фракталов и процессов в них считается
дробный анализ. В дробном анализе обобщается
понятие производных и интегралов на случай лю-
бых конечных вещественных или комплексных
порядков [4–15]. В этом случае будем говорить о
дробном интегродифференцировании.

При построении математических моделей для
пространств постоянной дробной размерности α

необходимо вводить производные и интегралы по-
рядка α.

Фракталы всегда находятся в пространствах
целочисленных порядков, например в евклидо-
вых пространствах. В этом случае будем гово-
рить, что фрактал погружен в пространство це-
лочисленной размерности. В рассматриваемом
случае речь идёт об одномерном евклидовом про-
странстве, в которое погружен фрактал размерно-
сти 0≤α≤1.

Математические модели процессов, которые
проходят во фракталах, т. е. в пространствах с не-
целочисленной размерностью, формулируются с
использованием дробного интегродифференциро-
вания. Но рассматривать эти процессы удобней не

УДК 517

КОЭФФИЦИЕНТЫ ВЫРАВНИВАНИЯ ФИЗИЧЕСКОЙ РАЗМЕРНОСТИ 
И МАСШТАБНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ ПРИ ДРОБНОМ ИНТЕГРИРОВАНИИ 

И ДРОБНОМ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИИ НА ФРАКТАЛАХ
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Актуальность работы обусловлена необходимостью проводить преобразования математических моделей, сформулированных
в пространствах нецелочисленных размерностей, в пространства с целочисленными размерностями.
Цель работы: нахождение преобразований степенных функций, заданных на фракталах при их дробном интегрировании и
дробном дифференцировании (дробном интегродифференцировании), в пространствах нецелочисленных размерностей с по-
следующим преобразованием степенных функций в пространства целочисленных размерностей. Ввиду того, что при дробном ин-
тегродифференцировании происходят изменения физической размерности и изменение линейных размеров фракталов, эти из-
менения необходимо корректировать для дальнейшего рассмотрения этих функций в пространствах c целым числом измерений.
Методы исследования: математические преобразования, в основе которых лежит локальный d-оператор дробного дифферен-
цирования и дробного интегрирования, действующий в пространстве степенных функций.
Результаты: для согласования физических размерностей в пространствах с нецелочисленной и целочисленной размерностями
вводятся коэффициенты выравнивания размерности. Для согласования изменения линейных размеров фракталов при перехо-
дах в пространства с целым числом измерений необходимо вводить коэффициенты, которые были названы масштабными ко-
эффициентами. Приводятся важные частные случаи масштабных коэффициентов.
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