
5

Постановка задачи

Одной из актуальных задач, возникающих в
процессе обработки экспериментальных данных,
является установление закона распределения и
оценка значений его параметров. При этом непо-
средственная обработка результатов наблюдений во
многих случаях не позволяет точно установить ис-
тинный закон распределения, а только его аппрок-
симировать, т. е. получить приближенное описание
в виде некоторого известного закона, похожего на
неизвестный истинный закон распределения.

При отсутствии априорных данных о виде зако-
на распределения выбор той или иной статистиче-
ской модели для адекватного описания экспери-

ментальных данных, принимающих как отрица-
тельные, так и положительные значения, может
быть основан на известных эмпирических методах,
таких как применение распределений Джонсона и
Пирсона, разложения в ряд Эджворта и т. д. [1–4].

Известная система распределений Пирсона
удовлетворяет дифференциальному уравнению

(1)

где a, b0, b1, b2 – параметры распределений Пирсона.
С помощью распределений Пирсона можно осу-

ществлять аппроксимацию экспериментальных
распределений с J-образной, U-образной либо уни-
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модальной формой, имеющих, по крайней мере,
хотя бы первые четыре момента.

Основные недостатки метода Пирсона заключа-
ются в следующем:
1) семейство распределений Пирсона наряду с ос-

новными типами распределений содержит так-
же частные случаи некоторых из этих распре-
делений, что затрудняет их практическое ис-
пользование;

2) определение параметров искомого распределе-
ния из семейства распределений Пирсона свя-
зано с решением различных систем уравнений;

3) затруднительно пояснить физический смысл
параметров распределений Пирсона;

4) дифференциальное уравнение (1) содержит в
себе неточность, так как его правая часть не об-
ращается в нуль в случае равномерного распре-
деления, которое принадлежит к семейству ра-
спределений Пирсона;

5) предложенная Пирсоном классификация ра-
спределений с помощью диаграммы в плоско-
сти переменных β1 и β2 обладает малой нагляд-
ностью.
Величины β1 и β2 определяются равенствами

(2)

где ηa – коэффициент асимметрии; ηэ – коэффици-
ент эксцесса; µ2, µ3 и µ4 – соответственно централь-
ные моменты 2-го, 3-го и 4-го порядков.

Целью данной работы является модернизация
метода Пирсона, которая позволит устранить от-
меченные выше недостатки и упростить процедуру
аппроксимации двухсторонних законов распреде-
ления экспериментальных данных. При этом вме-
сто дифференциального уравнения (1) предлагает-
ся использовать уравнение

(3)

где m1 – математическое ожидание.

Основные результаты

Используя общие свойства плотностей распре-
деления вероятностей (ПРВ), установим правила
определения параметров a1, a0, b2, b1 и b0, входя-
щих в уравнение (3). Для этого запишем уравнение
(3) в следующем виде:

либо

(4)

где y=x–m1.
Пусть допустимые значения случайной величи-

ны (СВ) η c ПРВ p (y) заключены в интервале (l1,l2).
Проинтегрируем левую часть равенства (4) по ча-
стям. Считая, что интегралы существуют, полу-
чим

Предположим, что выражение в фигурных
скобках обращается в нуль на верхней и нижней
границах интервала интегрирования или же

если распределение имеет бесконечный размах.
Тогда, используя определение центральных мо-
ментов для непрерывной СВ, получим

(5)

Уравнение (5) позволяет получить рекуррент-
ные соотношения для определения центральных
моментов более высокого порядка по моментам бо-
лее низкого порядка. Последовательно полагая в
(5) n=0,1,2,3 и учитывая, что µ–1=0, µ0=1, µ1=1,
имеем:

(6)

Из второго уравнения системы (6) следует, что
параметр b0≠0. Поэтому, решив систему уравнений
(6) относительно интересующих нас параметров
распределения a1, a0, b2, b1, получим

(7)

С учетом формулы (2), коэффициент η12 можно
записать в виде

(8)

Коэффициент η12, определяемый по формуле
(8), назовем нормированным совместным коэффи-
циентом асимметрии и эксцесса. Можно показать
[5], что верхней границе области возможных зна-
чений коэффициента соответствуют распределе-
ния в виде совокупности двух дельта-функций, а
нижней границе – распределения, имеющие менее
четырех моментов. Для симметричных распреде-
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лений, когда ηa=0, коэффициент η12 представляет
собой нормированный коэффициент эксцесса.

Положим параметр b0=µ2(2–η12), тогда выраже-
ния (7) для параметров a0, a1, b1 и b2 существенно
упрощаются:

(9)

Из анализа соотношений (9) следует, что пара-
метры a1, a0, b2, b0 и b1 определяются коэффициен-
тами η a и η12, а также центральным моментом µ2.

Дифференциальное уравнение (3) с учетом со-
отношений (9) принимает вид

(10)

Решение уравнения (10) можно записать следу-
ющим образом:

(11)

где Kн – коэффициент нормировки. Очевидно, что ха-
рактер кривой ϕ(x), а следовательно и ПРВ p(x), мо-
жет быть различным в зависимости от величин коэф-
фициентов ηa и η12, которыми с учетом соотношений
(9) в конечном итоге определяются корни уравнения

(12)

Значения корней уравнения (12) зависят также
от дополнительного коэффициента

При этом возможны шесть основных типов ра-
спределений, соответствующих двенадцати типам
распределений по классификации Пирсона. Их то-
пографическую классификацию удобно произво-
дить с помощью диаграммы в плоскости перемен-
ныхηa и η12, приведенной на рисунке. Рассмотрим
подробнее указанные шесть типов распределений.

Распределение 1. В данном случае –∞<ηa<∞,
1<η12<1,5. Выражение для ПРВ с учетом (11) име-
ет вид [6]

(13)

где B (α,v) – бета-функция; α>0, ν>0 – параметры
формы; χ>0 – параметр масштаба; –∞<µ<∞ – па-
раметр сдвига.

1 1

1

( ) ( )
( ) ,

(2 ) ( , )

,

x x
p x

B

x

α ν

α ν

χ µ χ µ
χ α ν

χ µ χ µ

− −

+ −

+ − − +
=

− + < < +

1
21

2 0 12 12

.
2 | | 4 |1 | (2 )

ab

b b

η
η

η η
= =

− −

2

0 1 2
0.b b y b y+ + =

í

12 1 2

2

12 1

2 1 12 2

( ) exp[ ( )], ( )

(4 5) ( ) 0,5
,

(1 ) ( )

0,5 ( ) (2 )

a

a

p x K x x

x m
dx

x m

x m

ϕ ϕ

η η µ

η

η µ η µ

= =

− − −
=

 − − +
 
+ − + − 

∫

12 1 2

2

12 1

2 1 12 2

( )

(4 5)( ) 0,5
( ).

(1 ) ( )

0,5 ( ) (2 )

a

a

dp x

dx

x m
p x

x m

x m

η η µ

η

η µ η µ

=

− − −
=
 − − +
 
+ − + − 

1 12 0 1 2

0 12 2 2 12

4 5;  0,5 ;

(2 ) ;  1 .

a
a a b

b b

η η µ

η µ η

= − = =

= − = −

Математика и механика. Физика

7

Рисунок. Диаграмма модернизированных распределений Пирсона
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Параметры распределения (13) связаны с ηa,
η12, µ2 и m1 следующими соотношениями:

Распределению (13) по классификации Пирсо-
на соответствует I тип распределения, а также
частные случаи – распределения II, VIII, IX и XII.
Например, при ηa=0 ПРВ (13) сводится к распреде-
лению Пирсона II типа (α=v). При η12=1,25 и
ηa≠0 ПРВ (13) сводится к распределению Пирсона
XII типа. В этом случае α+v=2. Если µ=χ, то ПРВ
(13) преобразуется в бета-распределение. На ри-
сунке представлена область существования ра-
спределения (13) в координатах ηa и η12. Для нее
справедливы неравенства –∞<ηa<∞, 1<η12<1,5.

Распределение 2a. При этом ηa<0, η12=1 и вы-
ражение для ПРВ с учетом (11) имеет вид [6]

(14)

где Г(z) – гамма-функция; α>0, λ>0, –∞<µ<∞ –
параметры, связанные с ηa, µ2 и m1 соотношения-
ми:

Распределению (14) по классификации Пирсо-
на соответствует III тип распределения (гамма-ра-
спределение) с отрицательным коэффициентом
асимметрии. На рисунке представлена область су-
ществования распределения (14). Ей соответствует
отрезок прямой 2а.

Распределение 2b. Для этого распределения
η12=1, ηa>0 и выражение для ПРВ имеет вид

(15)

Значения параметров α, λ и µ распределения
(15) определяются теми же соотношениями, что и
для ПРВ (14), с той разницей, что λ=2/ηa√

–µ2.
Распределению (15) по классификации Пирсо-

на соответствует III тип распределения (гамма-ра-
спределение) с положительным коэффициентом
асимметрии. При α=1 получаем экспоненциаль-
ное распределение (X тип распределения Пирсо-
на). На рисунке представлена область существова-
ния распределения (15). Ей соответствует отрезок
прямой 2b.

Распределение 3. В этом случае η12=1, ηa=0, и в
результате с учетом (1) получаем распределение
VII типа по классификации Пирсона (гауссовский
закон) с параметрами σ=√

–µ2, µ=m1

(16)

На рисунке области существования распределе-
ния (16) соответствует точка с координатами ηa=0,
η12=1.

Распределение 4a. Для этого распределения
ηa<0, η12<1, η21<–1 и выражение для ПРВ с учетом
(11) имеет вид [6]

(17)

где α>0, ν>0, λ>0, –∞<µ<∞ – параметры, связан-
ные с ηa, η12, µ2 и m1 соотношениями:

По классификации Пирсона ПРВ (17) соответ-
ствует VI тип распределения (бета-распределение)
с отрицательным коэффициентом асимметрии.
При α=1 ПРВ (17) трансформируется в XI тип ра-
спределения Пирсона.

На рисунке представлена область существова-
ния распределения (17). Для нее справедливы не-
равенства ηa<0, η12<1, η21<–1. Справа она ограни-
чена кривой 5a, для точек которой выполняется
условие η21=–1.

Распределение 4b имеет место для η12<1,
ηa>0 и η21>1. При этом

(18)

Значения параметров α, ν, λ и µ распределения
(18) определяются теми же соотношениями, что и
для ПРВ (17), с той разницей, что

По классификации Пирсона ПРВ (18) так же,
как и ПРВ (17), соответствует VI тип распределе-
ния (бета-распределение), но с положительным
коэффициентом асимметрии. При α=1 ПРВ (18)
трансформируется в XI тип распределения Пир-
сона.
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На рисунке представлена область существова-
ния распределения (18). Для нее справедливы не-
равенства η12<1, ηa>0 и η21>1. Слева она ограниче-
на кривой 5b, для точек которой выполняется
условие η21=1.

Распределение 5a является предельным случа-
ем распределения (17) при α→∞ и η12<1;
–5,65<ηa<0; η21=–1. ПРВ с учетом (11) имеет вид

(19)

где ν>0, λ>0, –∞<µ<∞ – параметры, связанные с
ηa, η12, µ2 и m1 соотношениями:

На рисунке представлена область существования
распределения (19). Ей соответствует кривая 5a.

Распределение 5b является предельным случа-
ем распределения (18) при α→∞ и η12<1;
0<ηa<5,65; η21=1. Выражение для ПРВ имеет вид

(20)

Параметры распределения (20) определяются
теми же соотношениями, что и для распределения
(19). По классификации Пирсона распределения
(19) и (20) соответствуют V типу, причем в первом
случае ηa<0, а во втором случае ηa>0. На рисунке
представлена область существования распределе-
ния (20). Ей соответствует кривая 5b.

Распределение 6 получаем при η12<1 и –1<η21<1.
В этом случае ПРВ с учетом (11) имеет вид [6]

(21)

где ν>0, –∞<b<∞ – параметры формы; λ>0 – пара-
метр масштаба;

– коэффициент нормировки. Если b=0, то
C=B(0,5;0,5v).

Параметры распределения (21) связаны с ηa,
η12, µ2 и m1 соотношениями:

ПРВ (21) соответствует IV тип распределения
Пирсона. На рисунке представлена область суще-
ствования распределения (21). Для нее справедли-
вы неравенства η12<1; –5,65<ηa<5,65 и –1<η21<1.
Слева она ограничена кривой 5a, а справа – кри-
вой 5b.

В таблице приведены формулы, выражающие
коэффициенты ηa, η12 и η21 через параметры ра-
спределений (13)–(21).

Таблица. Числовые характеристики модернизированных
распределений Пирсона 

Выводы

Таким образом, модернизация метода Пирсо-
на с использованием коэффициентов ηa, η12 и η21

позволяет существенно упростить процедуру ап-
проксимации экспериментальных распределе-
ний, так как при этом не требуется определять
параметры дифференциального уравнения (1) и
решать систему уравнений (7) для нахождения
параметров аппроксимируемого распределения.
Использование в качестве числовой характери-
стики совместного коэффициента асимметрии и
эксцесса вместо коэффициента эксцесса позво-
ляет также разделить области существования
распределений Пирсона и представить их на ди-
аграмме более наглядно.

どóä aj  12j
 21j

1 

* +
* +

2 1
,

2
a

a

p c p c
j

pc p c
j

/ - -
?

- -

/¢ > > ¢
 

12

12

3
,

2
1 1,5

p cj
p c
j

- -
?

- -
> >

21

21

,
2

p cj
cp

j

/
?

/¢ > > ¢  

2a 2aj c? / 12 1j ? 21j › / ¢

2b 2aj c?
 12 1j ? 21j ›¢

3 0aj ?
 12 1j ? 21 0j ?

4a 

* +
* + * +
2 2 1 2

,
3 1

0

a

a

c p p
j

p c c p
j

/ - / /
?

/ - /

>

12

12

4
,

3
0 1

pj
p
j

/
?

/
> >

 

* +21

21

1 2
,

2 1

1

p cj
c c p

j

/ /
?

- /

> /

4b 

* +
* + * +
2 2 1 2

,
3 1

0

a

a

c p p
j

p c c p
j

- / /
?

/ - /

@
 

12

12

4
,

3
0 1

pj
p
j

/
?

/
> >

 

* +21

21

2 1
,

2 1

1

c pj
c c p

j

- /
?

- /

@

5a * +
4 2

,
3

5, 65 0

a

a

pj
p
j

/ /
?

/

/ > >  

12

12

4
,

3
0 1

pj
p
j

/
?

/
> >

 

21 1j ? /
 

5b * +
4 2

,
3

0 5,65

a

a

pj
p

j

/
?

/

> >

12

12

4
,

3
0 1

pj
p
j

/
?

/
> >

21 1j ?
 

6 * + * + 22

4 2
,

3 1

5,65 5,65

a

a

b

b

pj
p p

j

/
?

/ / -

/ > >  

12

12

4
,

3
0 1

pj
p
j

/
?

/
> >

 
* +

21 22

21

,
1

1 1

b

b
j

p
j

?
/ -

/ > >

2 2

21 2 1

12 12

1
1 (1 ) ;   .

1 4(1 )

a
m

η µ
λ η µ µ

η η

 
= + − = − − − 

21

2
12 12 21

1 1
3 ; 2 ;

1 1 1
b

η
ν

η η η

 
= + = + − −  −

2

1

2

21

exp( )(cos )

2 (0,5( 1 )) ( )v

C bx x dx

v jb v

π
ν

π

π

−

−

−

= =

= Γ + + Γ

∫

2 2 0,5( 1)

exp[ arctg (( ) )]
( ) ,  ,

[ ( ) ]

b x
p x x

C x

ν

ν

λ µ λ
λ µ +

−
= − ∞ < < ∞

+ −

1

1
( ) exp ,

( ) ( )

  .

p x
x x

x

ν

ν

λ λ
ν µ µ

µ

+

 
= − Γ − − 

< < ∞

2

12 12 12

2

1

12

1 1 1
3 ; 2 1 ;

1 1 1

.
4(1 )

am

ν λ µ
η η η

η µ
µ

η

   
= + = + +   − − −   

= −
−

1

1
( ) exp ,

( ) ( )

,

p x
x x

x

ν

ν

λ λ
ν µ µ

µ

+

 
= − Γ − − 

−∞ < <

Математика и механика. Физика

9



СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Кендалл М., Стьюарт А. Теория распределений. – М.: Наука,

1966. – 566 с.
2. Кобзарь А.И. Прикладная математическая статистика. Для

инженеров и научных работников. – М.: Физматлит, 2006. –
813 с.

3. Бостанджиян В.А. Распределение Пирсона, Джонсона, Вей-
булла и обратное нормальное. Оценивание их параметров. –
Черноголовка: Редакционно-издательский отдел ИПХФ РАН,
2009. – 240 с.

4. Карпов И.Г., Зырянов Ю.Т., Грибков А.Н. Модифицирован-
ные распределения Джонсона и их применение для аппрокси-

мации законов распределения экспериментальных данных //
Известия Томского политехнического университета. – 2013. –
Т. 322. – № 2. – С. 46–50.

5. Карпов И.Г., Карпов М.Г., Проскурин Д.К. Методы обобщен-
ного вероятностного описания и идентификации негауссов-
ских случайных величин и процессов. – Воронеж: ВГУ, 2010. –
172 с.

6. Прудников А.П., Брычков Ю. А., Маричев О.И. Интегралы и
ряды. Элементарные функции. – М.: Наука, 1984. – 800 с.

Поступила 02.07.2013 г.

REFERENCES
1. Kendall M., Styuart A. Teoriya raspredeleniy [Theory of distribu-

tions]. Moscow, Nauka, 1966. 566 p.
2. Kobzar A.I. Prikladnaya matematicheskaya statistika. Dlya inzhe-

nerov i nauchnykh rabotnikov [Applied mathematical statistics. For
engineers and scientists]. Moscow, Fizmatlit, 2006. 813 p.

3. Bostandzhiyan V.A. Raspredelenie Pirsona, Dzhonsona, Veybulla
i obratnoe normalnoe. Otsenivanie ikh parametrov [Distribution
of Pearson, Johnson, Weibull and inverse normal distribution.
Parameter Estimation]. Chernogolovka, IPCP Publ. department,
2009. 240 p.

4. Karpov I.G., Zyryanov Yu.T., Gribkov A.N. Modifitsirovannye
raspredeleniya Dzhonsona i ikh primenenie dlya approksimatsii

zakonov raspredeleniya eksperimentalnykh dannykh [Johnson’s
modified distributions and their application for approximation of
distributions laws of the experimental data]. Bulletin of the
Tomsk Polytechnic University, 2013, vol. 322, no. 2, pp. 46–50.

5. Karpov I.G., Karpov M.G., Proskurin D.K. Metody obobshchen-
nogo veroyatnostnogo opisaniya i identifikatsii negaussovskikh
sluchaynykh velichin i protsessov [Methods of generalized proba-
bilistic description and identification of non-Gaussian random
variables and processes]. Voronezh, VSU Publ., 2010. 172 p.

6. Prudnikov A.P., Brychkov Yu.A., Marichev O.I. Integraly i rya-
dy. Elementarnye funktsii [Integrals and series. Elementary fun-
ctions]. Moscow, Nauka, 1984. 800 p.

Известия Томского политехнического университета. 2014. Т. 324. № 2

10

UDC 519.224

MODERNIZATION OF PEARSON DISTRIBUTION FOR APPROXIMATION 
OF THE BILATERAL DISTRIBUTION LAWS OF EXPERIMENTAL DATA
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The urgency of the issue is caused by needs of improving the accuracy and simplifying the approximation of experimental data laws for
bilateral distribution.
The main aim of the study: modernization of the Pearson method, which eliminates some of its disadvantages and simplifies the pro-
cedure for approximation of bilateral distribution laws of experimental data, taking both positive and negative values.
The methods used in the study: calculations using the methods of probability theory and statistics, as well as the software MathCAD;
methods of integral and differential calculus.
The results: The authors have proposed the modernized Pearson distributions to approximate distribution laws of experimental data, ta-
king positive and negative values, which can significantly simplify the procedure of approximation. Topographic classification of moder-
nized Pearson distributions with use of coefficient of joint asymmetry and excess kurtosis instead of coefficient of excess is designed.
The paper introduces the formulas for calculating numerical characteristics of the modernized Pearson distributions.

Key words:
Pearson distribution, approximation of distribution laws, density of probabilities distribution, classification of distributions, coefficient
of joint asymmetry and excess.


