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Большинство задач гидродинамики и тепло-
массообмена математически сводятся к краевым
задачам. Очевидно, что граничные условия опре-
деляют вид решений наравне с уравнениями. Од-
нако степень обоснованности у граничных условий
на разные неизвестные величины в гидродинамике
неодинаковая. В задачах теплообмена краевые
условия на температуру выставляются, как прави-
ло, физически строго: на границах расчетных
областей температура должна быть непрерывной,

в дополнение нормальная компонента теплопотока
на поверхности раздела также не должна испыты-
вать скачка [1]. Данное условие на теплопоток вы-
текает фактически из закона сохранения энергии
и соответствующим образом модифицируется при
наличии фазового перехода, источников тепла, эк-
зо- или эндотермической реакции на поверхности.
Граничные условия на поле скорости также нео-
днократно подвергались обсуждению и существен-
но модифицировались при решении различных ги-
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дродинамических задач. Проблема переработки
условия прилипания на твердых границах в эф-
фективные граничные условия разносторонне рас-
смотрена в научной литературе [2, 3].

С решением задач о движении неоднородных по
составу жидкостей и газов складывается иная си-
туация. В настоящее время наиболее распростра-
нены три типа граничных условий на концентра-
цию компонентов среды, обоснование применимо-
сти которых часто представляется недостаточно
строгим. Если смесь соприкасается с твердой нера-
створимой поверхностью, то на границе раздела
должна обращаться в ноль нормальная компонен-
та вектора плотности потока вещества Jn|Г=0.

Другая картина складывается при рассмотре-
нии диффузии вещества от твердого тела, раство-
ряющегося в жидкости. Процесс диффузии в ходе
растворения тела в жидкости характеризуется на-
личием локального равновесия вблизи твердой по-
верхности [4]. В этом случае концентрация в при-
мыкающей к поверхности тела жидкости равна
концентрации насыщенного раствора C0. Данное
положение является следствием того, что диффу-
зия уже растворенного компонента в этом слое
идет медленнее, чем сам процесс растворения.
В результате имеет место граничное условие на та-
кой поверхности С|Г=C0.

Если на границе раздела происходит поглоще-
ние попадающего на нее диффундирующего веще-
ства, то краевым будет условие равенства концен-
трации нулю С|Г=0. Подобная ситуация имеет ме-
сто, когда на границе раздела происходит хими-
ческая реакция с поглощением растворенного ком-
понента [4].

Диффузионные явления часто характеризуют-
ся гигантскими временами. В ходе этих процессов
условия на границах рассматриваемой области мо-
гут меняться с течением времени, что математиче-
ски сильно усложняет задачу. Проанализируем
процесс оседания частиц в неоднородно нагретой
феррожидкости. Малые размеры взвешенных ча-
стиц позволяют называть феррожидкость наносус-
пензией. В роли несущей жидкости могут высту-
пать разные среды, но наиболее распространенной
является керосин. Взвесь представляет собой
практически однодоменные магнетитовые части-
цы, которые обладают магнитными моментами.
Частицы покрываются поверхностно-активным
веществом, которое предотвращает их слипание и
препятствует дальнейшему выпадению кластеров
в осадок. Большие значения магнитных моментов
при относительно малых размерах частиц и воз-
можность длительного нахождения во взвешенном
состоянии в жидкости-носителе приводят к тому,
что феррожидкость ведет себя во внешнем магнит-
ном поле как суперпарамагнетик, т. е. парамагне-
тик с аномально большой магнитной восприимчи-
востью [5]. Магнетитовые частицы обсуждаемой
феррожидкости имеют характерный размер по-
рядка 10 нм. Скорость оседания таких частиц в ке-
росине можно оценить с помощь формулы Стокса

где g – ускорение силы тяжести; D – коэффициент
диффузии для феррочастиц в керосине; Vo – объем
коллоидной частицы; ∆ρ – разность плотностей
магнетита и керосина; k – постоянная Больцмана;
T
– – средняя абсолютная температура в полости.
Для коэффициента диффузии частиц при малых
концентрациях справедлива формула Эйнштейна.
При радиусе частицы 10 нм получается весьма ма-
лое значение этого параметра D=2⋅10–7 см2/с.

Эволюция распределения концентрации ча-
стиц при отсутствии конвективного переноса под-
чиняется уравнению [6]:

(1)

Здесь T, C – это поля температуры и концентра-
ции частиц; ∆ – оператор Лапласа; γ6 – единичный
вектор, направленный вертикально вверх; α – па-
раметр, описывающий явление термодиффузии в
коллоиде; U – скорость оседания частиц. В уравне-
нии учтены три механизма перераспределения ча-
стиц в жидкости-носителе: диффузия, термодиф-
фузия и седиментация, т. е. предполагается, что
поток вещества определяется формулой

Изотермическая задача об оседании частиц
феррожидкости в тонком вертикальном канале без
учета термодиффузии экспериментально и теоре-
тически была рассмотрена в [7]. С другой стороны,
для количественного описания перераспределения
наночастиц в неоднородно нагретой несущей жид-
кости все чаще используется подход, основанный
на добавлении в выражение для потока вещества
дополнительного феноменологического слагаемо-
го по аналогии с тем, как это делается для описа-
ния явления термодиффузии в молекулярных сме-
сях. А именно, предполагается, что поток частиц в
несущей жидкости пропорционален градиенту
температуры с некоторым кинетическим коэффи-
циентом [8]. Удивительной является величина ис-
пользуемого параметра разделения смеси и знак
термодиффузии. Так, для описания конвективных
процессов в наножидкости Hyflon MFA при плот-
ности частиц 2,15 г/см3 и их среднем размере
25 мкм потребовалось предположить, что в рас-
сматриваемой среде имеет место отрицательная
термодиффузия с параметром разделения смеси
ψ=–7,5. Однако при таких размерах частиц на фо-
не внешнего градиента температуры должен дей-
ствовать классический термофоретический меха-
низм перераспределения взвеси. В этом случае ча-
стицы под действием термофоретической силы
должны перемещаться из нагретых областей в хо-
лодные, что соответствует положительной термо-
диффузии. Таким образом, вопрос о знаке термо-
диффузии и величине параметра разделения смеси
остается открытым и требует детального экспери-
ментального и теоретического изучения.

( ) .J D C T CUρ α ρ= − ∇ + ∇ +

( ) .
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При неоднородном нагреве зависимость от вре-
мени распределения температуры вдоль верти-
кального канала в безконвективном приближении
описывается стандартным уравнением теплопро-
водности

(2)

где χ – температуропроводность смеси. Перекрест-
ными эффектами в выражении для потока тепла в
дальнейшем будем пренебрегать. Для одномерного
случая, когда температура зависит только от вер-
тикальной координаты, точное решение этого ура-
внения записывается в виде ряда. Выпишем снача-
ла решение в случае подогрева снизу для реализуе-
мого в опыте набора граничных и начальных усло-
вий:

где l – длина вертикального канала. Распределе-
ние температуры в каждый момент времени имеет
вид

(3)

Подогреву сверху соответствует другой набор
граничных и начальных условий

Уравнение теплопроводности (2) дает следую-
щее решение

(4)

Легко увидеть, что в канале длиной l=5 см ли-
нейный профиль температуры в среде с температу-
ропроводностью χ=0,7⋅10–3 см2/с устанавливается
за характерное время

Это много меньше аналогичного диффузионно-
го времени

Далее в зависимости от условий подогрева одно
из распределений температуры (3), (4) подставля-
лось в уравнение (1), которое вследствие нетриви-
альности граничных условий решалось численно
методом конечных разностей. При дискретизации
мгновенного поля температуры в ходе суммирова-
ния соответствующего ряда учитывалось до
1000 гармоник. Алгоритм для расчета поля кон-
центрации был разработан в соответствии с явной
схемой решения уравнений в частных производ-
ных [9, 10]. При аппроксимации производных по
времени и производных по координатам использо-

вались, соответственно, односторонние и цен-
тральные разности. Рабочее количество узлов
вдоль канала варьировалось в интервале 91…101.
Вычислительная процедура подразумевала ис-
пользование различных граничных условий для
концентрации частиц на разных этапах процесса
седиментации. В начале процесса

Для физически больших значений скорости се-
диментации при достижении концентрации на ни-
жней границе максимального значения C=1 вво-
дился запрет на ее дальнейшее увеличение. В этом
случае предполагалось, что за счет быстрого осаж-
дения частиц на нижней границе устанавливалось
насыщение, и в дальнейшем внизу использовалось
условие C(0,t)=1. На верхней границе концентра-
ция не может иметь отрицательные значения, поэ-
тому, когда концентрация при x=l достигала нуля,
во все последующие моменты времени накладыва-
лось условие C(l,t)=0.

Результаты расчетов в предельном случае
α=0 хорошо согласуются с данными эксперимента
[7], в ходе которого изучался процесс расслоения
магнитного коллоида в гравитационном поле в од-
нородных по температуре условиях при малых ско-
ростях оседания. Распределение концентрации по
высоте пробирки измерялось индукционным дат-
чиком. Сенсор представлял собой однослойную ка-
тушку из медного провода внутренним диаметром
4,6 и длиной 30 мм. Методика измерения распре-
деления концентрации частиц вдоль канала осно-
вывалась на установлении связи между величиной
индуктивности и динамической магнитной воспри-
имчивостью образца на частоте ~ 500 кГц. Далее по
магнитной восприимчивости определялась концен-
трация частиц. Наблюдения за процессом рассло-
ения проводились в течение 1,7⋅104 часов. Отметим,
что подобная конструкция датчика была использо-
вана в [11] при изучении агрегативной устойчивос-
ти ферроколлоида. В ходе сравнения с [7] расчеты
проводились для следующего набора параметров:
χ=7,0⋅10–4 см2/с, D=1,9⋅10–7 см2/с, l=9 см, C0=0,055,
U=1,6⋅10–8 см/с. Выбранное значение C0 отвечает
5,5 % массовой концентрации частиц в жидкости-
носителе (рис. 1). Вычислялись мгновенные профи-
ли концентрации частиц вдоль канала и средние
значения концентрации вблизи дна и верхней гра-
ницы в зависимости от времени. Осреднение прово-
дилось по 1/5 длины канала вверху и внизу и моде-
лировало интегральное измерение концентрации
индуктивным датчиком.

Профили концентрации, представленные на
рис. 1, показывают, что именно вблизи дна и в
верхней части канала изменения концентрации с
течением времени наиболее существенны и могут
быть зарегистрированы экспериментально. При
относительно малых скоростях седиментации
(рис. 2, а, кривые 3, 4) даже на временах порядка
года концентрация частиц на нижней границе не
достигает единицы и коллоид находится в состоя-

0
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нии далеком от равновесия. Увеличение скорости
осаждения приводит к появлению максимума на
графике зависимости средней концентрации вбли-
зи дна канала от времени (рис. 2, а, кривая 1). Этот
результат является следствием осреднения кон-
центрации по длине и относительно быстрого стре-
мления суспензии к равновесному состоянию.

Рабочей феррожидкостью является суспензия с
частицами, скорость осаждения которых равна
U=1,6⋅10–8 см/с, поэтому дальнейшие результаты
расчетов будут представлены именно для этого зна-
чения параметра седиментации. При нагреве снизу
положительная термодиффузия должна препят-
ствовать седиментации, а отрицательная стремится
ускорить процесс оседания примеси на дно сосуда.
В случае нагрева сверху термодиффузионный меха-
низм перераспределения частиц работает противо-

положным образом. На измерении характеристик
по разнице в оседании частиц при подогреве сверху
и снизу может быть основана экспериментальная
методика определения термодиффузионного коэф-
фициента для частиц в феррожидкости. Влияние
термодиффузии на процесс перераспределения фер-
рочастиц становится заметным даже на относитель-
но малых временах. На рис. 3 представлены зависи-
мости средней концентрации частиц на торцах ка-
нала от времени. Вычисления проведены для мо-
дельного значения термодиффузионного параметра
при разности температур 1 К и скорости
U=1,6⋅10–8 см/с. Кривые 1, 2 и 3 демонстрируют,
что за время, равное приблизительно 14 суткам, на
дне сосуда в зависимости от знака термодиффузии
должна накапливаться разница в концентрации 
частиц, равная приблизительно 3 %.
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Рис. 1. Профили концентрации частиц вдоль канала в разные моменты времени при отсутствии термодиффузии при разных
скоростях седиментации: a) U=7,6⋅10–7 см/с, кривые 1–4 отвечают моментам времени t=40, 1800, 3700, 5500 ч;
b) U=1,6⋅10–8 см/с, кривые 1–6 соответствуют t=40, 1800, 3656, 5500, 7300, 9100 ч
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Рис. 2. Осредненное значение концентрации частиц на торцах канала в зависимости от времени при отсутствии термодиффу-
зии при разных скоростях седиментации: а) 1, 2 – U=7,6⋅10–7 см/с (шкала слева), 3, 4 – U=1,3⋅10–8 см/с (шкала справа);
C0=0,056. Кривые 1, 3 – средняя концентрация вблизи дна; 2, 4 – концентрация вблизи верхнего торца канала. Симво-
лы 5, 6 – концентрация вблизи нижнего и верхнего торцов в опытах [7]; b) профили концентрации в разные моменты
времени t: 1 – 40; 2 – 6700 ч; 3, 4 – экспериментальные данные
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Рис. 3. Средняя концентрация частиц на торцах канала в за-
висимости от времени для разных значений термо-
диффузионного параметра: штриховые линии
1–3 соответствуют расчету вблизи дна при α=–0,1, 0,
0,1 К–1, сплошные линии 4–6 отвечают концентрации
вблизи верхней крышки сосуда при тех же значениях
термодиффузионного параметра

При отсутствии термодиффузии (α=0) средняя
концентрация частиц у дна растет практически по
линейному закону, что хорошо согласуется с точ-
ным решением [7], описывающим оседание частиц
в безграничном сосуде. Практически в той же мере
концентрация частиц на верхней границе канала
уменьшается. Близкий к линейному закон измене-
ния средней концентрации на обоих концах кана-
ла сохраняется при создании разности температур
на теплообменниках для всех четырех возможных
вариантов седиментационного поведения. Нали-
чие четырех разных ситуаций обуславливается
двумя вариантами подогрева снизу или сверху и
разными возможными знаками термодиффузион-

ного коэффициента α в уравнении (1) для концен-
трации.

Рис. 4. Распределение концентрации частиц в канале через
t=14 суток для разных знаков термодиффузии: 1, 2,
3 – α=0; – 0,1; 0,1 К–1

Расчеты демонстрируют принципиально раз-
ное действие термодиффузии в смеси на любых
временах. Сравним продольные распределения
концентрации при положительной и отрицатель-
ной термодиффузии, анализируя рис. 5. Числен-
ное моделирование показывает, что действие тер-
модиффузии на перераспределение частиц в жид-
кости-носителе становится сопоставимым с седи-
ментацией уже при значениях термодиффузионно-
го коэффициента α~0,1 K–1 вне зависимости от
знака этого параметра. Для перепада температуры
всего 0,11 К/см действие термодиффузии при ука-
занных значениях термодиффузионного пара-
метра не может остаться незамеченным в экспери-
менте.
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Рис. 5. Распределение концентрации частиц вдоль канала в разные моменты времени. Кривые 1–6 соответствуют t=40; 1800;
3700; 5500; 7300; 9100 ч для разных знаков термодиффузии: a) α=–0,1 К–1; b) α=0,1 К–1

0 30 60 90

0.01

0.06

0.11

4

5

6

C

x, ½½

1

2

a

3

0 30 60 90

0.03

0.045

0.06

0.075

C

x, ½½

3

4

5

1

2

b



Выводы

Результаты расчетов показывают возмож-
ность экспериментального измерения термодиф-
фузионного коэффициента для феррожидкости
на основе керосина с размерами частиц порядка
10 нм. Разработанная методика позволяет рас-
пространить ее на другие коллоидные растворы

для частиц различных размеров с произвольной
плавучестью.

Работа поддержана грантом РФФИ «Колебательные
конвективные процессы в нано- и микрожидкостях в ми-
крофлюидических системах: анализ и контроль» в рамках
регионального конкурса инициативных проектов
«Урал-а». Код проекта 13-01-96010.
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Аффинное  деформирование  ГПУ-монокристалла

Для металлов наряду с гранецентрированной
(ГЦК) и объемоцентрированной кубической (ОЦК)
кристаллической решеткой одним из наиболее

распространенных типов является гексагональная
плотноупакованная (ГПУ) решетка [4]. Такое стро-
ение имеют титан, цинк, цирконий, бериллий,
магний и ряд других металлов. Используя изобра-
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ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ  СПОСОБ  РАСЧЕТА  УПРУГИХ  МОДУЛЕЙ ОБРАЗЦОВ  
КОНЕЧНЫХ  РАЗМЕРОВ  С  ГПУ-РЕШЕТКОЙ

И.Ю. Зубко, М.В. Симонов
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На основе разработанного ранее алгоритма теоретического исследования упругих свойств металлических микро- и нано-моно-
кристаллов с кубическими решетками [1, 2] вычисляются упругие модули образцов конечных размеров с гексагональной плот-
ноупакованной решеткой. Форма образца согласована с симметрией решетки [3]. В качестве потенциала выбирается степенной
потенциал Ми. Для исследования упругих свойств используется подход атомарной статики. Задается вид деформационного гра-
диента и определяется текущая конфигурация кристалла. Для расчета упругих модулей в текущей конфигурации кристалла вы-
числяется полная потенциальная энергия образца, отнесенная к его объему. Приравнивая квадратичные слагаемые в ее разло-
жении в степенной ряд по параметрам деформирования упругому потенциалу, определяются упругие модули образца. Показа-
но, что гексагональная плотноупакованная решетка, состоящая из двух простых подрешеток, не может при заданной аффинной
кинематике деформироваться однородно. Для обеспечения минимума потенциальной энергии гексагонального плотноупако-
ванного кристалла в текущей конфигурации необходимо задавать относительное смещение подрешеток, зависящее от пара-
метров деформирования. Получено, что упругие модули гексагонального плотноупакованного кристалла зависят от размеров
образца. Эта зависимость имеет горизонтальную асимптоту, соответствующую макроскопическому монокристаллическому телу
с известными упругими свойствами, что позволяет провести идентификацию параметров потенциала взаимодействия атомов.
Все вычисления в работе выполнены в символьном виде с помощью пакета Wolfram Research «Mathematica».

Ключевые  слова:
ГПУ-решетка, микро- и нанокристаллы, вычисление упругих модулей, идентификация параметров потенциала взаимодей-
ствия атомов, зависимость механических свойств от размеров тела.
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HCP-lattice, micro- and nanocrystals, elastic module computation, identification of interatomic potential parameters, dependence of
mechanical properties on specimen size.


