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Введение

В локальном дробном анализе появляются но-
вые функции, зависящие от порядка интегродиф-
ференцирования, которые можно назвать элемен-
тарными и которые в стандартном анализе или об-
ращаются в константы, в частности в ноль, или во-
обще теряют смысл, поэтому такие функции в
стандартном анализе отсутствуют и их удобно при-
равнивать к нулю [1, 2].

Аналоги функций стандартного анализа в ло-
кальном дробном анализе в общем случае имеют
другие свойства, зависящие от их порядка. Более
того, для многих функций в локальном дробном
анализе имеет место вырождение, когда они имеют
не один аналог, а более одного, конечное или бес-
конечное счётное множество [2, 3].

В частности, в локальном дробном анализе по-
являются своеобразные функции, которые можно
отнести к элементарным функциям локального
дробного анализа, которые были названы полино-
мами дифференцирования.

Полиномы дифференцирования

Определение. Ненулевая интегрируемая функция
C–s(x), выражающаяся через дробностепенной ряд

с шагом равным 1, будем называть полиномом диф-
ференцирования.

Шаг ряда – это модуль разности показателей
степеней степенных функций любых двух сосед-
них элементов дробностепенного ряда.

Функций, аналогичных полиномам дифферен-
цирования в стандартном анализе, нет.

Теорема. Первообразная порядка s от полинома
дифференцирования C–s(x) порядка s равна нулю с
точностью до сложения с полиномом интегрирова-
ния Cs(x).

Первообразная функция называется базовой
первообразной, если её полином интегрирова-
ния, в силу его произвольности, приравнять к
нулю.

Тогда утверждение теоремы равносильно тому,
что базовая первообразная нецелочисленного по-
рядка s от полинома дифференцирования порядка
s равна нулю.

Доказательство. Используя d-оператор дробно-
го интегрирования порядка s [3, 4], легко проинте-
грировать полином дифференцирования
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Здесь s,ak,bk=const; s≠0,1,2,3,…; C–s
(–s)(x) – базо-

вая первообразная порядка s от полинома диффе-
ренцирования порядка s.

Полином дифференцирования задаётся через
степенной ряд, в котором элементы ряда пропор-
циональны степенным функциям x–k–s, которые об-
ращаются в ноль при однократном воздействии
d-оператором интегрирования порядка s

Определение. Вещественные степенные функ-
ции x–k–s (k=0,1,2,3,…) будем называть нильпо-
тентными функциями дифференцирования ком-
плексного порядка s (s≠0,1,2,3,…) степени 1.

Введём и более общие нильпотентные функции
дифференцирования.

Определение. Степенные функции x–k–ps

(k=0,1,2,3,…) будем называть нильпотентными
функциями дифференцирования порядка s целочи-
сленной вещественной степени p.

Теорема. Если последовательно p раз проинте-
грировать нильпотентные функций дифференци-
рования порядка s степени p d-оператором поряд-
ка s, приняв получающиеся полиномы интегриро-
вания равными нулю в силу их произвольности
(Cs(x)=0), то получим ряд равенств

Из данной теоремы следует равенство для поли-
номов дифференцирования порядка ps

Заметим, что в локальном дробном анализе су-
ществуют степенные интегрируемые функции от-
личные от нуля, базовая первообразная от которых
равна нулю. В стандартном анализе степенные
функции с такими свойствами не встречаются.

Аналогично можно рассмотреть степенные
функции для случая дробного дифференцирова-
ния.

Определение. Степенные функции x–k+s

(k=1,2,3,…) будем называть нильпотентными
функциями интегрирования комплексного поряд-
ка s степени 1.

Введём и более общие нильпотентные функции
интегрирования.

Определение. Степенные функции x–k+ps

(k=1,2,3,…) будем называть нильпотентными
функциями интегрирования комплексного поряд-
ка s целочисленной вещественно степени p.

Теорема. Если последовательно p раз продиф-
ференцировать нильпотентные функций инте-
грирования порядка s степени p d-оператором по-
рядка s, приняв получающиеся полиномы диффе-
ренцирования равными нулю в силу их произволь-
ности (C–s(x)=0), то получим ряд равенств

Из данной теоремы следует равенство для поли-
номов интегрирования порядка ps

Рассмотрим интегрирование ряда полинома
дифференцирования для случаев целочисленных
порядков m, тогда будет справедливо следующее
утверждение.

Теорема. Базовая первообразная целочислен-
ного порядка m=0,1,2,3… от полинома дифферен-
цирования С–m(x) порядка m отлична от нуля

Доказательство.
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Здесь

Рассмотрим доказательство по-другому, исхо-
дя из равенства d-оператора для интегрирования
целочисленных порядков степенных функций с от-
рицательными целочисленными показателями

Здесь

Тогда доказывается просто

Здесь

Очевидно, производная целочисленного поряд-
ка m от базовой первообразной того же порядка m
в общем случае отлична от нуля

Это значит, что для целочисленных порядков
m, включая нулевой порядок, рассматриваемые
функции С–m(x) полиномами дифференцирования
не являются. В частности, в стандартном анализе,
когда порядок равен 1, функции С–1(x) тоже не яв-
ляются полиномами дифференцирования.

Поэтому для целочисленных порядков полино-
мы дифференцирования, для удовлетворения ра-
венства dmx: С–m(x)=0, необходимо принять равны-
ми нулю

В тривиальном случае дифференцирования по-
рядка 0, что соответствует единичному оператору
интегродифференцирования, будем считать, что
полином дифференцирования тоже равен нулю

В результате полиномы дифференцирования
можем записать для всех рассмотренных случаев

Если полином дифференцирования выразить
через дискретную переменную n, пробегающую це-
лочисленные значения (n∈Z), вместо непрерывной
переменной x, то получим частный случай полино-
ма дифференцирования

Дискретный интеграл порядка s от полиномов
дифференцирования порядка s будет

Если полином интегрирования Сs(n) принять
равным нулю, в силу его произвольности, то полу-
чим

В случае мнимых порядков iγ полиномы диф-
ференцирования будут

Неопределённый интеграл мнимого порядка iγ
от полинома дифференцирования того же порядка
будет

Если полином интегрирования Сiγ(x) прирав-
нять к нулю, то будет

Существование полиномов дифференцирова-
ния говорит о том, что операция дифференцирова-
ния нецелочисленных порядков может оказаться
такой же неоднозначной, т. е. с точностью до сло-
жения с полиномами дифференцирования, как
неоднозначна операция интегрирования с точно-
стью до сложения с полиномами интегрирования,
что можно записать

Неопределённый интеграл порядка s от полу-
ченной функции будет
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Если вначале проинтегрировать функцию, по-
лучим

Последующее дифференцирование даёт

Тогда легко получить коммутационные соотно-
шения

Здесь [dsx;d–sx] – коммутатор.
При перестановке операторов в коммутаторе

получим обратное коммутационное соотношение

Полиномы интегрирования [3, 4] и полиномы
дифференцирования можно для удобства объеди-
нить в одну функцию.

Определение. Полиномом интегродифферен-
цирования комплексного порядка s будем называть
функцию С±s(x), задаваемую равенствами

Если перед значением порядка s у полинома ин-
тегродифференцирования стоит знак плюс, то это
соответствует полиному интегрирования порядка s
(первые два равенства), а когда знак минус, то это
соответствует полиному дифференцирования по-

рядка s, (четвёртое и пятое равенства). В случае по-
рядка s, равного нулю, полиномы дифференциро-
вания и полиномы интегрирования совпадают и
равны нулю (третье равенство).

Константы ak и bk являются соответственно
неопределёнными константами интегрирования
и константами дифференцирования. Поэтому по-
линомы интегродифференцирвания являются
произвольными функциями в том же смысле, что
и константы интегрирования в стандартном ана-
лизе.

В случае целочисленных порядков, включая
стандартный анализа (порядок s=1), отсутствуют
полиномы дифференцирования, поэтому они в эт-
их случаях были приравнены к нулю.

В дробном анализе целочисленных порядков, и
в частности в стандартном анализе, отсутствуют
полиномы дифференцирования, которые для цело-
численных порядков, включая нулевой, были при-
равнены к нулю.

В локальном дробном анализе в общем случае
производная комплексного порядка s от функции
f(x) будет

Здесь функцию f(s)(x)≡F(–s)(x) будем называть ба-
зовой производной прядка s функции f(x). Други-
ми словами, базовая производная – это такая про-
изводная, у которой полином дифференцирования
равен нулю.

Неопределённый интеграл в локальном дроб-
ном анализе комплексного порядка s от функции
f(x) в общем случае будет

Здесь функция F(s)(x)≡f(–s)(x) является базовой
первообразной прядка s функции f(x).

Общую объединённую формулу дробного инте-
гродифференцирования прядка s функции f(x)
можно записать

В частности, при интегродифференцировании
порядка s произвольных полиномов интегродиф-
ференцирования C±s(x) и C

~
�s(x) будут выполняться

равенства

Расписав данное соотношение в виде двух ра-
венств, получим

Если полиномы интегродифференцирования, в
силу их произвольности, приравнять к нулю (при-
ближение нулевого полинома интегродифферин-
цирования), C

~
+s(x)=C

~
–s(x)=0, то будут справедливы

равенства

Или в виде двух равенств
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Из этих соотношений следует важное утвер-
ждение.

Теорема. Базовая производная порядка s от по-
линомов интегрирования порядка s и базовая пер-
вообразная порядка s от полиномов дифференци-
рования порядка s равны нулю.

Доказательство. Второе и третье равенства вы-
полняются по определению.

Первое и четвёртое равенства легко доказыва-
ются

Доказательство пятого равенства следующее

В частном случае можно приравнять к нулю по-
линомы дифференцирования, в силу их произволь-

ности, C
~

–s(x)=0 (приближение нулевого полинома
дифференцирования); тогда получим соотношения
больше соответствующие стандартному анализу

Аналогично если приравнять к нулю уже по-
линомы интегрирования, C

~
+s(x)=0, в силу их про-

извольности, будут выполняться равенства

Такое приближение назовём приближением ну-
левого полинома интегрирования, которое не яв-
ляется привычным, но в локальном дробном ана-
лизе оно вполне возможно.

Вывод

Полиномы интегродифференцирования делают
операции интегрирования и дифференцирования
неоднозначными в локальном дробном анализе для
всех порядков за исключением интегродифферен-
цирования нулевого порядка и дифференцирова-
ния целочисленных порядков, включая порядок 1,
соответствующий стандартному анализу.

Полиномы интегрирования в локальном дроб-
ном анализе переходят в константы интегрирова-
ния в стандартном анализе. Что касается роли по-
линомов интегрирования в локальном дробном
анализе и в его приложениях, то она аналогична
роли констант интегрирования в стандартном ана-
лизе. Вопрос о возможном применении полиномов
дифференцирования в самой математике и в при-
ложениях не совсем ясен и требует более глубокого
исследования.
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