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Введение

Пусть s1,s2,…,sk, n – целые числа такие, что
1≤s1<s2<…<sk<n, и пусть S={s1,s2,…,sk}. Неориенти-
рованный граф C(n;S) с множествами вершин
V={0,1,…,n–1} и ребер E={(i,j):|i–j|≡sl(modn), l=


1,k


}
называется циркулянтным, числа из множества
S – образующими, k – размерностью, n – поряд-
ком графа. В k-мерном циркулянте степень вер-
шин v=2k, за исключением тех случаев, когда об-
разующая представляет собой циклическую под-
группу порядка два.

Циркулянтные графы (сети) являются графами
Кэли абелевых групп и находят широкое примене-
ние при построении и анализе топологий сетей и
мультипроцессорных систем, в теории кодирова-
ния, распределенных вычислениях, моделирова-
нии химических реакций [1–7].

Диаметром графа G называется 

где d(i,j) – длина кратчайшего пути из вершины i в
вершину j графа G.

Пусть AC(v,d) означает наибольший возмож-
ный порядок графа Кэли абелевой группы степени

v и диаметра d. В последнее время границы
AC(v,d)интенсивно изучаются (обзор в [8]). Иссле-
дование циркулянтных графов как важного класса
графов Кэли абелевых групп вносит существенный
вклад при поиске нижних границ AC(v,d). Так, для
степеней 4 и 6 получены точные значения
AC(4,d)=2d2+2d+1 и AC(6,d) (обзор в [3]), для сте-
пени 8 также найдены хорошие оценки для
AC(8,d) [9]. В работах [3, 10, 11] улучшены нижние
оценки функции AC(v,d) для любых четных степе-
ней v и диаметров d≥v/2≥3 [10], d≥v/2+v/8 и v>8
[3], в [11] – на основе получения семейств экстре-
мальных графов Кэли абелевых групп и при усло-
вии d≥v/4. Удивительно, но с другой стороны
спектра, для графов Кэли абелевых групп диаме-
тра два, трудности в получении нижних оценок
функции AC(v,2) крайне сложны, а циркулянты
диаметра два вообще еще не исследовались. Дан-
ная работа – первое исследование функции AC(v,2)
для класса циркулянтов.

Известно, что для четных степеней v=2k

С другой стороны, из построения графа Кэли
для Z(v+2)/2×Z(v+2)/2 с множеством образующих, со-
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стоящим из всех таких пар (x,y), где точно один из
x, y равен нулю, следует

(1)

Указанная нижняя граница во многих случаях
улучшалась на 1 или 2 [8]. В настоящей работе
данная граница улучшена на k и 2k.

Наилучшая известная нижняя граница функ-
ции AC(v,2) для графов Кэли абелевых групп диа-
метра два есть O((3/8)v2) [12]. Полученные в [12]
графы не являются циркулянтами, и граница най-
дена только для последовательности степеней вида
v=4q–2, где q – простые числа или их степени.
В [13] найден более слабый результат, а именно
AC(v,2)≥(8/25) v2+O (v), применимый для всех сте-
пеней v≥11. В [13] также доказано, что найденные
графы не являются вершинно-транзитивными при
v≥21. Аналогичная задача рассмотрена в [14], где,
используя результаты теории чисел по распределе-
нию простых чисел, авторы показали, что для всех
достаточно больших v нижняя граница AC(v,2)
имеет вид (3/8)v2–O(v1,525).

В данной статье конструктивно получены новые
нижние оценки экстремальной функции AC(v,2) в
классе циркулянтных графов для всех размернос-
тей k (соответственно, степеней v=2k) и построены
семейства циркулянтных сетей, достигающих най-
денные оценки. Показано, что аналитические опи-
сания найденных графов диаметра два обладают
свойством сохранения параметров описания на
больших диапазонах изменения порядков графа.

Новые семейства циркулянтных графов 
диаметра два

Построим циркулянтный граф C(n;S) диаметра
два размерности k>1 с образующими si, i=1,…,k, и
порядком n, большим (1). Пронумеруем вершины
графа от 0 до n–1. Обозначим через D(x)=d(0,x),
0≤x<n, длину кратчайшего пути из вершины 0 в
вершину x. В графе диаметра два выполняется
условие D(x)≤2 для любой вершины x, где 0≤x<n.
Поскольку циркулянтные графы являются вер-
шинно-транзитивными, то достаточно рассматри-
вать вершины с номерами 0≤x≤n/2.

Пусть образующие
si=i для i=1,…,l, где l∈{1,2,…,k}.

Остальные k–l образующих определим следую-
щим образом:

При таких образующих имеем D(x)≤2 для лю-
бой вершины x из интервала 0≤x≤sk+l. Если поря-
док графа будет равен n=2(sk+l)+1, то выполняется
условие D(x)≤2 для любой вершины 0≤x<n. Отсю-
да искомое значение n=4l (k–l)+2(k+l)+1. Найдем,
при каких значениях l значение n как функции от
k является максимально возможным.

Пусть k – четное число. Если l=k/2, то
2l+1=k+1 и n=(k+1)2+k. Если l=k/2+1, то

2l+1=k+3 и n=(k+1)2+k–2. При всех других
l∈{1,2,…,k} значения n будут меньше.

Пусть k>1 – нечетное число. Если l=k/2, то
2l+1=k и n=(k+1)2+k–2. Если l=k/2, то 2l+1=k+2 и
n=(k+1)2+k При всех других l∈{1,2,…,k} значения n
будут меньше.

Таким образом, доказаны две следующие теоремы.
Теорема 1. Пусть k>1 – целое число,

(2)

(3)

или

(4)

Тогда d (C(n;S))=2.
Теорема 2. Пусть k>1 – целое число,

(5)

(6)

или

(7)

Тогда d (C(n;S))=2.
При этом все найденные в теоремах 1 и 2 описа-

ния образующих для графов диаметра два облада-
ют свойством сохранения параметров на больших
интервалах изменения порядков графов (след-
ствия 1, 2).

Следствие 1. Пусть k>1 – целое число, значение
n1 равно (2), а образующие S равны (3) или (4). Для 

всех порядков n, где циркулянтные

графы C(n;S) имеют диаметр два и степени вершин
v=2k, за исключением значений

для которых графы C(n;S) имеют степени вершин
v=2k–i.

Доказательство. Из рассмотренного выше спо-
соба построения данных графов следует, что при 

всех значениях n в диапазоне диа-1

1
2

n
n n
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метр графов C(n;S) равен двум. Степень вершин
графов C(n;S) зависит от соотношения между мно-
жеством образующих S и множеством
S
–={n–sj|j=


1,k


} их дополнений до n. Имеем sj<n1/2
и n1–sj>n1/2 для всех j=1,2,…, k. Для всех поряд-

ков n≠ni, S∩S–=∅ и степень вершин

графов C(n;S) равна v=2k. При n=ni|S∩S
–|=i, так

как происходит совпадение (наложение) i образую-
щих из S с i дополнениями из S

–, что уменьшает
степень графа C(n;S) на i. Следствие 1 доказано.
Аналогично доказывается следствие 2.

Следствие 2. Пусть k>1 – целое число, значение
n2 равно (5), а образующие S равны (6) или (7). Для 

всех порядков n, где циркулянтные

графы C(n;S) имеют диаметр два и степени вершин
v=2k, за исключением значений

для которых графы C(n;S) имеют степени вершин
v=2k–i.

Теперь будем увеличивать порядок циркулянт-
ного графа C(n;S) диаметра два. Это можно сделать
следующим образом. Пусть образующие

si=i для i=1,…,l, где l∈{1,2,…,k}.
Остальные k–l образующих имеют следующий

вид:

При таких образующих имеем D(x)≤2 для лю-
бой вершины x из интервала 0≤x≤sk+l, кроме вер-
шин с номерами

где D(xi)=3, i=1,2,…,k–l. Если порядок графа будет
равен n=2(sk+l)=1, то выполняются следующие со-
отношения:

Таким образом, D(x)≤2 для любой вершины
0≤x<n. Отсюда искомое значение n=4l(k–l)+4k+1.
Найдем, при каких значениях l∈{1,2,…, k} значение n
как функции от k является максимально возможным.

Пусть k – четное число. Если l=k/2, то
2l+2=k+2 и n=(k+1)2+2k. При всех других
l∈{1,2,…, k} значения n будут меньше.

Пусть k>1 – нечетное число. Если l=k/2 или
l=k/2, то в первом случае 2l+2=k+1, во втором
2l+2=k+3 и в обоих случаях n=(k+1)2+2k–1. При
всех других l∈{1,2,…, k} значения n будут меньше.

Таким образом, получены доказательства сле-
дующих теорем.

Теорема 3. Пусть k – четное число,

Тогда d(C(n;s))=2.
Теорема 4. Пусть k>1 – нечетное число,

или

Тогда d(C(n;s))=2.

Заключение

Полученная для всех степеней v конструктив-
ная нижняя граница функции AC(v,2) в классе
циркулянтных графов еще относительно далека от
верхней границы. Что же показывают проведен-
ные вычислительные эксперименты в этом случае?
Получение точных значений функции AC(v,d) при
v>6 достаточно трудоемко даже для диаметра
d=2 и сводится к полному перебору параметричес-
ких описаний графов. Даже в пределах класса цир-
кулянтов никакой общей тенденции для получе-
ния семейств с общим аналитическим описанием
для максимально достижимых порядков графов
пока не намечается, но это требует дальнейшего
исследования.

В таблице даны описания экстремальных цир-
кулянтных графов диаметра два, полученные с по-
мощью компьютерной программы на основе пере-
борных алгоритмов. Во втором столбце приведены
значения функции P(v,2), которые соответствуют
границе Мура для класса циркулянтных графов.
Представленные графы степеней v=4, 6 и 8 явля-
ются максимально возможными циркулянтными
графами диаметра d=2 (отмечено символом *).

Таблица. Описания максимально достижимых циркулянтов
диаметра два

Автор выражает благодарность О.Г. Монахову за по-
лезное обсуждение статьи и помощь в компьютерных экс-
периментах.

v P(v,2) n≤AC(v,2) S=(s1,s2,…,sv/2) 

4 13 13* (1, 5), (2, 3)

6 25 21* (1, 2, 8), (1, 3, 8), (1, 4, 6), (1, 5, 8), (1, 5, 9)

8 41 35* (1, 6, 7, 10), (1, 7, 11, 16)

10 61 51 (1, 2, 10, 16, 23)

12 85 67 (1, 2, 3, 13, 21, 30)

14 113 90 (1, 4, 10, 17, 26, 29, 41)

16 145 112 (1, 4, 10, 17, 29, 36, 45, 52)
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Введение

Как известно [1–4], дифференцируемые отобра-
жения многообразий являются важным разделом
дифференциально-геометрических структур на
многообразиях.

Данная работа посвящена изучению отображе-
ния Vn,n:Qn→Pn аффинного Qn и проективного Pn

пространств. В первом разделе выводятся диффе-
ренциальные уравнения этого отображения, кото-
рым удовлетворяют компоненты внутренних фун-
даментальных геометрических объектов Г1 и
Г2 первого и второго порядков в смысле Г.Ф. Лап-
тева [2, 5]. С помощью этих компонент во втором
разделе изучаются поля инвариантных геометри-
ческих образов. Эти поля дают возможность ана-
литически и геометрически доказать, что с отобра-

жением Vn,n инвариантным образом ассоциируются
два отображения fn

2n:Qn→M2n и fn
2n–1:Qn→M2n–1, где

M2n и M2n–1 – многообразия всех невырожденных и
вырожденных нуль-пар пространства Pn, соответ-
ственно.

Все построения в данной работе носят локаль-
ный характер, а функции, встречающиеся в рабо-
те, предполагаются функциями класса С∞.

Обозначения и терминология соответствуют
принятым в [1–7].

1. Аналитический аппарат

Рассматривается n-мерное аффинное простран-
ство Qn, отнесенное к подвижному аффинному ре-
перу Q={B

–
,ε–a}  с деривационными формулами и

структурными уравнениями
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