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Аннотация. Актуальность. Исследование свойств водомасляных эмульсий, в частности дисперсного состава, вяз-
кости и поверхностного натяжения, имеет большое значение для оптимизации производственных процессов и по-
вышения качества продукции в различных отраслях промышленности, включая пищевую, фармацевтическую, кос-
метическую и нефтяную. В предыдущей работе авторы выявили зависимость собственной частоты колебаний ша-
ровой капли водомасляной эмульсии от её радиуса, плотности и поверхностного натяжения. Однако вопрос оценки 
последнего параметра остался открытым, поскольку существующие методы имеют ряд недостатков. Вывод анали-
тического выражения для оценки поверхностного натяжения дисперсной фазы водомасляной эмульсии позволит 
более точно определять свойства эмульсий и разрабатывать новые эффективные методы их изучения. Цель: заклю-
чается в получении аналитического выражения для оценки поверхностного натяжения и вязкости дисперсной фазы 
водомасляной эмульсии на основе термокапиллярных явлений и использования поверхностно-активных веществ. 
Объект: водомасляная эмульсия.  Методы. Для получения аналитических выражений гидродинамические уравне-
ния в частных производных преобразуются в обыкновенные дифференциальные уравнения с краевыми условиями. 
В стационарном случае гидродинамические уравнение преобразуются в уравнение Лапласа, для решения которого 
используется метод разделения переменных. Результаты. Авторам удалось получить оценочную формулу скоро-
сти распространения поверхностного слоя эмульсии. Полученная формула позволяет определить температурный 
коэффициент поверхностного натяжения. Авторам также удалось свести уравнения гидродинамики в обыкновен-
ные дифференциальные уравнения с краевыми условиями. Получена аналитическая формула, позволяющая оце-
нить вязкость эмульсии. В статье выводится формула, позволяющая оценить поверхностное натяжение через ско-
рость фронта волны с использованием поверхностно-активного вещества, находящегося на поверхности эмульсии.  

Ключевые слова: поверхностное натяжение, температурный коэффициент поверхностного натяжения, темпера-
турный градиент, уравнение Навье–Стокса, метод разделения переменных 
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Abstract. Relevance. Research of the properties of oil-in-water emulsions, in particular their dispersed composition, viscosity, 
and surface tension, is of great importance for optimizing production processes and improving product quality in various indus-
tries, including food, pharmaceutical, cosmetic, and petroleum. In a previous work, the authors identified the dependence of the 
natural frequency of oscillations of an oil-in-water emulsion spherical droplet on its radius, density, and surface tension. Howev-
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er, the issue of estimating this last parameter has not been resolved, since existing methods have several disadvantages. The 
derivation of an analytical expression for assessing the surface tension of the dispersed phase of an oil-in-water emulsion will 
allow for more accurate determination of emulsion properties and the development of new effective methods for studying them. 
Aim. To obtain an analytical expression for assessing the surface tension and viscosity of the dispersed phase of an oil-in-water 
emulsion based on thermo-capillary phenomena and the use of surfactants. Object. Water-in-oil emulsion Methods. To obtain 
analytical expressions, the hydrodynamic partial differential equations are transformed into ordinary differential equations with 
boundary conditions. In the stationary case, the hydrodynamic equations are converted into the Laplace equation, for which the 
method of separation of variables is used to find a solution. Results. The authors were able to derive an estimated formula for 
the propagation velocity of the emulsion surface layer. This formula allows determining the temperature coefficient of surface 
tension. The authors also succeeded in reducing hydrodynamic equations to ordinary differential equations with boundary con-
ditions. An analytical formula was obtained that allows estimating the viscosity of the emulsion. The article derives a formula 
that makes it possible to estimate surface tension through wave front velocity using a surfactant on the emulsion surface. 

Keywords: surface tension, surface tension temperature coefficient, temperature gradient, Navier–Stokes equation, method 
of separation of variables 
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Введение 

Водомасляные эмульсии широко применяются в 

пищевой и сельскохозяйственной промышленно-

сти, фармацевтике, косметической сфере, нефтяной 

промышленности и являются основой многих про-

мышленных продуктов [1–3]. Для оценки свойств 

эмульсий существует несколько характеристик, 

основными из которых являются концентрация 

дисперсной фазы, устойчивость по времени и дис-

персный состав. Дисперсный состав – это характе-

ристика дисперсной системы, описывающая рас-

пределение частиц дисперсной фазы по размерам. 

Это распределение влияет на такие свойства эмуль-

сий, как стабильность дисперсной фазы, поведение 

при хранении, эффективность активных компонен-

тов эмульсий и кинетику расслоения [4, 5].  

Управление дисперсным составом можно разде-

лить на три направления: синтез эмульсии с задан-

ными размерами капель, разрушение эмульсии – 

укрупнение капель и переход в сплошную среду, и 

поддержание текущих размеров капель [6]. Одним 

из универсальных способов для управления дис-

персным составом является использование акусти-

ческого воздействия с различной частотой, которая 

будет зависеть от резонансной частоты дисперсной 

фазы водомасляной эмульсии.  

В [7] авторами была выявлена зависимость соб-

ственной частоты шаровой капли эмульсии от её 

радиуса, плотности и поверхностного натяжения. 

Плотность жидкости, из которой состоит дисперсная 

фаза, является известной величиной, для оценки 

размеров авторами используется оптический метод, 

реализованный на основе компьютерного зрения, но 

вопрос оценки поверхностного натяжения остался 

открытым. Существует несколько способов, однако 

все они имеют ряд недостатков, таких как техниче-

ские сложности в реализации, требование высоко-

точного оборудования или низкая точность. 

Целью данной статьи является получение ана-

литического выражения для оценки поверхностно-

го натяжения дисперсной фазы водомасляной 

эмульсии. 
 
Вывод формулы для оценки температурного 
коэффициента поверхностного натяжения 

Известно, что поверхностное натяжение зависит 

от температуры. Эта зависимость имеет линейный 

характер [6–10]. Температурный коэффициент 

/T, связывающий поверхностное натяжение и 

температуру, имеет отрицательное значение. Это 

означает, что при увеличении температуры умень-

шается поверхностное натяжение. В слабо прогре-

тых местах поверхности жидкости поверхностное 

натяжение будет выше, чем в местах более прогре-

тых. Поэтому если поверхность жидкости прогрета 

неравномерно, происходит перераспределение по-

верхностного натяжения. Поверхностное натяже-

ние определяется соотношением (1): 

0 0( ) , (0).
d

T T
dT


   

 
    

  (1) 

При наличии градиента температуры в жидко-

сти на поверхности жидкости возникают тангенци-

альные напряжения, вызванные градиентом по-

верхностного натяжения. То есть возникает тан-

генциальная сила, направленная от мест с меньшим 

к местам с большим поверхностным натяжением: 

.p
x x x

   
  

    
  

i j k
 

(2) 

В свою очередь градиент поверхностного натя-

жения вызван градиентом температуры: 

.
d

T
dT


       (3) 
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При нагревании жидкости в ней возникают кон-

вективные тепловые потоки, а в приграничных зо-

нах жидкости возникает еще и поверхностная кон-

векция, вызванная явлениями поверхностного 

натяжения. Если на поверхности жидкости присут-

ствуют активные вещества, то концентрация ак-

тивных веществ на поверхности может вызывать 

дополнительные тангенциальные напряжения.  

Из вышесказанного следует, что можно создать 

такие условия в приграничном к поверхности слое 

жидкости, при которых определяющим фактором в 

формировании тангенциального напряжения будет 

градиент поверхностного натяжения. Из формулы 

(2), (3) следует, что при известном тангенциальном 

напряжении и известном градиенте температуры 

можно восстановить температурный коэффициент 

поверхностного натяжения. По температурному 

коэффициенту dσ/dT можно определить поверх-

ностное натяжение. Приведем условия, при кото-

рых определяющим фактором в формировании по-

верхностного напряжения жидкости будет градиент 

поверхностного натяжения. Конвективные тепло-

вые потоки в жидкости циркулируют в глубине, в 

слоях далеких от поверхности, следовательно, 

нужно выбрать неглубокий слой жидкости с нерав-

номерным нагревом, который приведет к стацио-

нарному движению. Движение потока жидкости 

определяется вязкостью жидкости, поэтому нужно 

получить оценку, связывающую приграничную 

высоту слоя жидкости с её кинематической вязко-

стью, скоростью и характерным продольным мас-

штабом. Эта оценка имеет вид [11, 12]: 

2 ,
L

h
V




           

(4) 

где h – высота слоя жидкости, м;  – кинематиче-

ская вязкость, м
2
/с; V – скорость движения поверх-

ностного слоя, м/с; L – характерный продольный 

масштаб, м. 

Поместим исследуемую жидкость в тонкую кю-

вету высотой y=h и длинной x=L. 

y

x

z

h
L

T1

T2

Стенки 

теплоизалированны  
Рис 1.  Тонкая кювета высотой h, длинной L. Противо-

положные стенки имеют температуру T1 и T2. 
Боковые стенки теплоизолированные 

Fig 1.  Thin cuvette with a height h and length L. The oppo-
site walls have temperatures T1 and T2. The side 
walls are thermally insulated 

Из-за малой глубины кюветы будем пренебре-

гать тепловым конвективным размешиванием и 

считать тепловой градиент постоянным вдоль кю-

веты. Такая модель кюветы будет оправдана, если 

выполняется условие (4). Это означает, что поверх-

ность достаточно велика по отношению к объему. 

В этом случае поверхностные эффекты превалиру-

ют над объемными эффектами. Будем учитывать, 

что влияние z-компоненты отсутствует. Это допу-

стимо если ширина кюветы достаточно велика. 

Считая температурный градиент постоянным, 

запишем выражение для поверхностного натяже-

ния в виде (5):  

2 1
1( ) ( ) .

T Td
T T

dT L


 

 
               

(5)
 

В соответствии с (2) на квадратный метр по-

верхности будет действовать сила – поверхностное 

напряжение: 

( ).T

d
T

dT

 
   

p

   
(6) 

Определим эту силу в соответствии с конфигу-

рацией кюветы. В соответствии с рис. 1 градиент 

температуры направлен вдоль кюветы – вдоль оси 

x. Поскольку отсутствует температурная конвек-

ция, в гидродинамических уравнениях можно сде-

лать существенные упрощения [11, 12]: 

2 2

2 2
,x xV Vp

x x y

  

     
     

(7) 

где p – давление, Па; μ – вязкость жидкости, Пас; 

Vx – компонента скорости, м/с.  

На нижнем основании кюветы скорость равна 

нулю:  

( , ) 0,xV x h              (8) 

а на поверхности Vx(x,0).  

Значение скорости Vx медленно меняется в про-

дольном направлении вдоль оси x по сравнению с 

поперечным направлением вдоль оси y. По этой 

причине в уравнении (7) можно пренебречь произ-

водной 

2

2

xv

x




 и записать (9): 

2

2
.xVp

x y




              

(9) 

Так как кювета не глубокая, давление вдоль вы-

соты измениться не успевает, и его можно поло-

жить постоянным, что является следствием выра-

жения 0.
p

y





 

Дополним (9) уравнением непрерывности, озна-

чающим, что циркуляция скорости равняется:  
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0

0.

h

xV dy        (10) 

Используя условия непрерывности касательной 

составляющей тензора напряжения и вязкого 

напряжения на поверхности жидкости, можно за-

писать выражение (11) 

.x
T

V
p

y






       (11) 

С учетом уравнения (6) и конфигурации кюветы 

получаем: 

.xV dT
T

y T T dx

 

  

   
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            (12) 

Проинтегрируем уравнение (8): 

2

2

1

1

1
.

x x

x

V Vp p
dy

y x y x

V p
y C

y x






  
   

   

 
  

 
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При повторном интегрировании получаем пара-

болическую зависимость скорости:  

2

1 2

1
.

2
x

p y
V C y C

x


  


     (13) 

Для определения констант интегрирования бу-

дем использовать граничные условия (8) и (12). 

Проинтегрируем (13) и подставим в место y ноль, 

найдем константу интегрирования C1: 

1

1
.C

x






 


           (14) 

Подставим в (13) y=h, и с учетом (14) получим: 

2

2

1 1
.

2

p h
C h

x x



 

 
  
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Теперь можно записать выражение для скорости:  

2 21 1 1 1
,

2 2
x

p y p h
V y h

x x x x

 

   

   
   
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или после группировки соответствующих слагае-

мых получаем: 

 
 2 2

1 1
.

2
x

h yp
V h y

x x



 

 
  

 
   (15) 

Подставим последнее уравнение в уравнение 

непрерывности (10) и получим (16):  
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 2 2

0

2 3
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Таким образом, получаем зависимость давления 

от поверхностного натяжения в виде (17): 

 0

3
( ) ( ) (0) .

2
p x p x

h
          (17) 

Наконец, подставив в уравнение для скорости 

(15), получаем: 
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С учетом температурного градиента и темпера-

турного коэффициента получаем (18): 

 2 21
4 3 .

4
x

T
V h hy y

h T x





 
  

 
   (18) 

Максимальная скорость на свободной поверх-

ности воды будет при значениях у=0 

max 0

1
.

4
x x y

T
V V h

T x






 
   

 
             (19) 

Неравенство (4) с учетом кинематической вяз-

кости =/ и выражения (19) переходит в нера-

венство (20) [10, 11]: 

2
2 3 4

.
L L

h h
TV

T x

 


  

 


 

              
(20)

 

Приведем оценки скоростей на свободной по-

верхности некоторых жидкостей. Например, для во-

ды при температурном коэффициенте поверхностно-

го натяжения, равном /T=–0,15 эрг/см
2
град, тол-

щине кюветы h=0,03 см, температурном градиенте 

равном ΔT=0,1 град/см и вязкостью μ=10
–4

 см
2
/с 

получаем оценку скорости, равной V=0,1 см/с  

4

1 1
0,15 0,03 0,1 0,1.

4 4 10

T
V h

T x



 

 
     

    

Из последней формулы можно определить тем-

пературный коэффициент поверхностного натяже-

ния при известной скорости жидкости, глубине 

жидкости, температурном градиенте и вязкости:  

4
.

/

d V

dT h T x

 
 

   

 
Определение вязкости с помощью  
поверхностно-активных веществ 

Исследуемая жидкость, покрытая монослоем 

поверхностно-активного вещества, помещается в 

прямоугольный двухмерный капилляр (кювету) 

длины L. На краях капилляра создается разность 

давлений Δp, при этом движение жидкости сопро-

вождается диссипацией энергии. Поскольку объем 
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жидкости велик по сравнению с объемом пленки, 

диссипация энергии в пленке пренебрежимо мала. 

Вычислим в этих условиях расход жидкости, про-

текающей через капилляр, как функцию перепада 

двумерного давления Δp, габаритов капилляра и 

вязкости жидкости. Движение жидкости будем 

считать медленным и стационарным, так что режим 

движения будет вязким.  

Расположим плоскую систему координат x, y в 

сечении капилляра так, чтобы центр системы коор-

динат находился центре поверхности жидкости, и 

направим ось x по ширине сечения капилляра, а ось 

y – в глубину сечения капилляра. Ширина капилляра 

равна 2l, а глубина капилляра равна h. Тогда уравне-

ние движения жидкости будет записано в виде (21):  

2 2

2 2
0.

V V

x y

 
 

 
        (21) 

Будем решать уравнение Лапласа методом разде-

ления переменных [13, 14] c краевыми условиями:  

( ,0) 0, ( , ) ( , ) 0.V x V l y V l y             (22) 

Представим решение в виде произведения двух 

функций, каждая из которых зависит от одного ар-

гумента V(x,y)=Vx(x)Vy(y). Подставляя решение в 

исходное уравнение и разделяя переменные, полу-

чаем систему уравнений (23): 

22 2

2 2 2

2
2

2 2

2

22

2

2

1
0

0;
1

0.

yx x
y x

x

x
x

y

yy

y

d Vd V d V
V V

dx dy V dx

d V
k V

d V dx
k

d VV dy
k V

dy

   


 


    

  


     (23) 

Первое уравнение системы дает решение в виде 

суммы двух функций синуса и косинуса:  

1 2sin( ) cos( ).xV A kx A kx                    (24) 

Второе уравнение системы дает решение в виде 

суммы гиперболических синусов и косинусов:  

1 2sh( ) ch( ).yV B ky B ky                   (25) 

Далее определим константы интегрирования в 

решении (24). Для этого будем использовать крае-

вые условия (22). Из краевых условий ясно, что 

функция должна быть четной, следовательно, кон-

станта A1=0. Подставляем граничные условия и 

получаем собственные функции и собственные 

числа задачи по координате x:  

2

2 1
( ) cos( ) 0 , 0,1,2....

2

2 1
( ) cos .

x

xn n

n
V L A kl k n

l

n
V x A x

l


    

 
   

 

Далее определяем коэффициенты второго реше-

ния (25). В соответствии с краевыми условиями и 

собственными числами получаем собственные 

функции по координате y: 

2 1
( ) sh .

2
yn n

n
V y B y

l

 
     

Запишем решение в виде суммы ряда по соб-

ственным функциям: 

0

2 1 2 1
( , ) cos sh .

2 2

N

n

n

n n
V x y C x y

l l
 



    
               (26) 

Здесь коэффициент разложения Cn есть произ-

ведение An и Bn, и введено ограничение на число 

членов разложения ряда. 

Граничным условием на поверхности жидкости 

служит равенство тангенциальной составляющей 

тензора натяжений в жидкости силе растяжения, 

действующей в пленке. Будем считать, что к по-

верхности приложено равномерное давление Δp, 

тогда давление, приходящееся на единицу длинны 

канала, будет равно: 

/ ,f p L   

где L – длина канала, м. 

Граничное условие на границе поверхности 

жидкости: 

.y h

V
f

y
 

 
    

           (27) 

Учитывая последнее соотношение, можно полу-

чить коэффициенты разложения ряда (26). Продиф-

ференцируем разложение (26) и поставим значения y 

на поверхности жидкости. Из условия (27) получаем: 

 
0

( , )

2 1 2 1
2 1 cos ch .

2 2 2

y h

N

n

n

V x y f

y

n n
C n x h

l l l




 






 



    
        

 

Пользуясь свойством ортогональности соб-

ственных функций по продольной координате x, 

получаем выражение для коэффициента разложе-

ния Cn: 

 

 
2

2

18
.

2 1
2 1 ch

2

n

n

fl
C

n
n h

l







 
   

 

Можно окончательно записать разложение в ви-

де (28): 

 

 
2

2
0

1

2 1
2 1 ch8

( , ) .2

2 1 2 1
cos sh

2 2

n

N

n

n
n hfl

V x y l

n n
x y

l l





 



 
 

      
 

              


 
(28)
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Графическое представление для распределения 

скорости в поперечном сечении канала в относи-

тельных величинах, когда все величины входящие 

в выражения (28), кроме переменных x и y прини-

маются равными единице, и представлено на рис. 2. 

h

x

V(x,y)

y2l

 
Рис. 2.  Преувеличенная в масштабе картина распреде-

ления скоростей в поперечном сечении прямо-
угольного капилляра, рассчитанная по формуле 
(28)  

Fig. 2.  Picture of the velocity distribution in the cross sec-
tion of a rectangular capillary, calculated using for-
mula (28), exaggerated for scale 

Количество жидкости, вытекающей через ли-

нейное сечение капилляра в секунду, определяется 

выражением (29): 

 

 

2

2
20

2 1
sh

32 2
( ) .

2 1
2 1 ch

2

l N

nl

n
y

fl l
Q y vdx

n
n h

l






 
  

 
 

   


   (29) 

В частности, если вместо y подставить h, полу-

чится расход пленки через линейное сечение:  

 

2

22
0

2 1
th

32 2
( ) .

2 1

N

n

n
h

fl l
Q h

n



 

 
  




  

Если проинтегрировать (29) по оси y, получим 

выражение (30) для всего количества жидкости, 

вытекающей через поперечное сечение капилляра: 

 

3

4
400

2 1
ch 1

64 2
( ) .

2 1
2 1 ch

2

h N

n

n
h

fl l
P Q y dy

n
n h

l






 
  

 
 

   


        

(30) 

Если глубина капилляра h превышает ширину 

2l, можно записать в виде (31): 

3 32 2
.

3 3

fl pl
P

L 


 

  

(31) 

Из последнего соотношения можно определить 

вязкость выражением (32): 

32
.

3

pl

PL





          
(32) 

 
Оценочный метод измерения поверхностного 
натяжения эмульсий с помощью  
поверхностно-активных веществ 

 Поверхностно-активные вещества (ПАВ) обла-

дают способностью существенно снижать поверх-

ностное натяжение. Если поместить ПАВ на эмуль-

сию, мгновенно происходит процесс снижения по-

верхностного натяжения. Если считать, что ПАВ 

снижают поверхностное натяжение до очень ма-

ленькой величины, то разность между поверхност-

ным натяжением эмульсии и области с ПАВ можно 

приближенно считать равным поверхностному 

натяжению эмульсии. Обозначим эту разность ве-

личиной Δσ. 

Предположим, что на эмульсию нанесено ПАВ. 

В радиальном направлении образуется расходя-

щийся круг радиуса R. При этом полная сила F, 

растягивающая круговую область, будет опреде-

ляться величиной, пропорциональной поверхност-

ному натяжению Δσ: 

2 .F R            (33) 

Распространяющаяся область будет испытывать 

сопротивление. Будем считать распространяющую-

ся область несжимаемой пленкой – твердой пла-

стиной. При этом скольжение пленки увлекает за 

собой вязкую жидкость и испытывает сопротивле-

ние вязкого трения. Силы вязкого трения, действу-

ющие на пленку, можно считать силами, действу-

ющими на твёрдую пластину. 

  Для дальнейших рассуждений рассмотрим 

пограничный слой, который играет существенную 

роль в движении жидкости. Явления, происходя-

щие в приграничной области, играют существен-

ную роль в физико-химической гидродинамике. 

Эти явления являются источником гидродинамиче-

ских сопротивлений.  

Будем рассматривать движение в пограничном 

слое. При таком допущении гидродинамические 

уравнения существенно упрощаются, потому что 
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скорость изменения всех величин в поперечном 

направлении вдоль оси y к стенке существенно 

выше, чем их изменение в продольном направле-

нии вдоль оси x (рис. 6). 

Вторая производная продольной компоненты 

скорости жидкости по продольной координате 
2

2

xv

x




 

существенно ниже производной по поперечной ко-

ординате: 
2 2

2 2
.x xv v

y x

 


 
 Также выполняются нера-

венства , .
y x

x y

v v
v v

x x

 
 

 
 Вследствие этого можно 

записать уравнение гидродинамики в пограничном 

слое [11, 12, 14]: 

2

2

1
.x x x

x y

v v vp
v v

x x x x




  
   

   
 (34) 

Выражение для компоненты vy поперечной ком-

поненты вырождается в уравнение вида: 

0.
p

y




  

Это уравнение показывает, что в приграничном 

слое давление не успевает измениться в попереч-

ном направлении. И, следовательно, давление от 

продольной координаты определяется интегралом 

Бернулли, поэтому величиной 1 p

x




 в (34) можно 

пренебречь. 

Запишем граничные условия для уравнения (34) 

в виде (35), (36) 

vx=vy=0 при y=0,          (35) 

vx=U0 при y=.         (36) 

Введем вспомогательную переменную – функ-

цию тока, которая является следствием уравнения 

непрерывности и получим (37) [11–13]: 

, .x yv v
y y

  
  
 

             (37) 

Сведем уравнения в частных производных к 

обыкновенному дифференциальному уравнению с 

краевыми условиями с помощью подстановки:  

1
.

2

Uo
y

x



             (38) 

И будем искать вспомогательную функцию тока 

в виде: 

1
( ).

2
Uox f       (39)

 

Тогда компоненты скоростей и их производные 

могут быть записаны в виде (40): 

0

0

0 0 0

2

0 0

2

1
( ),

2

1
,

2

1
, ,

4 4

.
8

x

y

x x

x

v U f
y

vU
v f f

x x

v U v U U
f f

x x y vx

v U vU
f

y x










  



    



 
   

 


 



    

(40)

 

После подстановки получаем обыкновенное диф-

ференциальное уравнение с краевыми условиями: 

 
( ) ( ) ( ) 0,

0 при 0,

( ) 2 при .

f f f

f f

f

  



 

  

  

 

      

(41)

 

Решение уравнения (41) приведено в виде 

сплошной линии на рис. 3. 

Если вести обозначение f(0)=, то несложно c 

помощью (41) получить разложение в ряд Тейлора 

функции f(), учитывая, что в начальной точке 

f(0)= f'(0)=0 [11, 15]: 

2 2 5 3 811
( ) .

2! 5! 8!
f

    
               (42) 

С использование программы Mathcad [16, 17] чис-

ленно решим дифференциальное уравнение (41) ме-

тодом стрельбы [18]. В результате решения получаем 

графическую зависимость f(). При дальнейшем пре-

образовании функции f() авторы использовали ап-

проксимацию кубическими сплайнами [18–20]. 

f()



 
Рис. 3.  Пунктирная кривая – разложение в ряд Тейлора 

по формуле (43). Сплошная кривая – численное 
решение уравнения (41) 

Fig. 3.  Dotted curve is a Taylor series expansion (43). Solid 
curve is the numerical solution of equation (41) 

Теперь можно определить компоненты скоро-

стей и их производных, а также оценить величину 

приграничного слоя.  
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f’()



 
Рис. 4.  Первая производная функции f(η) и производная 

сплайна функции f(η)  
Fig. 4.  First derivative of the function f(η) and the deriva-

tive of the spline function f(η)  
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Рис. 5.  Вторая производная функции f(η). Значение 

функции в начальной точке равно f(0)==1,33 
Fig. 5.  Second derivative of the function f(η). The value of 

the function at the initial point is f(0)==1,33 

С учетом полученных данных можно перепи-

сать разложение (42) в виде (43): 

2 5 81,33 1,77 14,63
( ) .

4 120 40320
f

  
   

   
(43) 

Разложение (43) приведено в виде пунктирной 

кривой на рис. 3. На рис. 4, 5 изображены первая и 

вторая производные функции f(η), соответственно. 

Если выбрать величину пограничного слоя из 

условия, что продольная компонента скорости на 

таком удалении от пластины достигает 99 % от свое-

го установившегося значения, то в соответствии с 

формулами (39) и графиком, изображенном на 

рис. 6, эта величина определяется выражением (44):  

0 05,2 / .vx U 
   

(44)
 

А компоненты скорости соответственно запи-

сываются в виде (45) и (46): 

 2 40 0

0

/ 4! .. ,
2

x

U U
v y  


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(45)

 

2 20

3

0

.
4

y

U v v
v y




 
 
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Рис. 6.  Распределение продольной компоненты 

скорости vx(x, y) вдоль поперечной координаты у 
y поверхности пластины 

Fig. 6.  Distribution of the longitudinal velocity vx(x, y) com-
ponent along the transverse coordinate y near the 
plate surface  

Сила, действующая на единицу площади, с уче-

том (38), (39), определяется выражением (47): 

3/2

0 0
0

0

.
5,2

x
s y

v U U
f

y vx
  




 
     

  (47) 

Из уравнения непрерывности следует, что ско-

рость распространения движения пленки от источ-

ника связана со скоростью распространения фронта 

пленки соотношением: 

0
02 ( ) 2 ( ) .

U R
u U R u    


  

  

(48) 

С учетом (48) запишем силу, действующую на 

слой пленки, находящейся между радиусом ρ и 

ρ+dρ в выражения (49): 

3/2 3/2

0

2
2 ( ) .

5,2

d
df f d U R

 
  


 

       

(49)

 

Проинтегрировав это соотношение от 0 до R, по-

лучим силу, действующую на всю пленку в виде (50) 

3/2 3/2

0

0

2
ln .

5,2

R
F U R

R





 
   

   

(50)

 

Если учесть выражение для силы, растягиваю-

щей пленку (33), то можно получить оценочную 

формулу (51), связывающую скорость фронта рас-

ходящейся волны U0 с поверхностным натяжением 

Δσ и вязкостью:  
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(51) 

где R0 – исходный радиус капли, м.  

Последняя формула позволяет получить оценку 

поверхностного натяжения при известной скорости 

и вязкости эмульсии. 
 
Заключение 

Авторами получена оценочная формула (19) 

скорости распространения поверхностного слоя 

эмульсии, обусловленного температурным гради-

ентом жидкости.  

Формула (19) связывает температурный коэф-

фициент поверхностного натяжения со скоростью 

поверхности жидкости вещества.  

Авторам работы удалось получить формулу 

вязкости среды, в которой эмульсия рассматрива-

ется как непрерывная субстанция, находящаяся в 

капилляре при известной разности давлений на его 

концах. Вязкость определяется через расход жид-

кости – количество жидкости, вытекающей через 

сечения капилляра в секунду, формулы (30) и (32).  

Полученная вязкость среды авторами используется  

для извлечения информации о поверхностном 

натяжении. 

Авторам работы удалось свести уравнения гид-

родинамики в обыкновенные дифференциальные 

уравнения с краевыми условиями для определения 

скоростей жидкости вблизи поверхности пленки 

(45), (46). Такой метод представления уравнений 

более пригоден для инженерных оценок, когда 

эмульсию можно представлять как жидкость. Этот 

подход позволяет описать явления распростране-

ния поверхностно-активного вещества на поверх-

ности эмульсии и получить оценочную формулу 

(32), позволяющую оценить вязкость эмульсии.  

Формула (51) связывает поверхностное натяже-

ние, скорость фронта волны поверхностно-

активного вещества, находящегося на поверхности 

эмульсии, радиус фронта, вязкость. При измерен-

ной скорости распространений поверхностного 

слоя эмульсии можно получить оценку темпера-

турного коэффициента поверхностного натяжения 

эмульсии, если известны величины остальных па-

раметров, входящих в формулу (51). При известной 

оценке температурного коэффициента поверхност-

ного натяжения можно оценить и поверхностного 

натяжение.  

Получив оценки поверхностного натяжения по 

формулам (19) и (51), можно определить диапазон 

изменения оценочной величины коэффициента по-

верхностного натяжения.  
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