
Известия Томского политехнического университета. Инжиниринг георесурсов. 2024. Т. 335. № 7. C. 155–165 
Токтошов Г.Ы., Мигов Д.А. Математические модели и алгоритмы для проектирования магистрального ...  

155 

УДК 519.17:621.644.07 
DOI: 10.18799/24131830/2024/7/4339 
Шифр специальности ВАК: 05.13.18 

Математические модели и алгоритмы для проектирования 
магистрального трубопровода транспортировки георесурсов 

Г.Ы. Токтошов1, Д.А. Мигов2 

1 Министерство образования и науки КР, Кыргызская Республика, г. Бишкек 
2 Институт вычислительной математики и математической геофизики СО РАН, Россия, г. Новосибирск 

mdinka@rav.sscc.ru 

Аннотация. Актуальность исследования определяется практической важностью задач проектирования сетей ин-
женерных коммуникаций, а именно задач оптимизации структуры магистрального трубопровода по нескольким 
критериям, таким как экономичность, надежность и друим, в условиях ограничений, например,  совместимость раз-
личных типов инженерных коммуникаций. Так как магистральный трубопровод прокладывается на местности с 
различными физико-геологическими факторами, природными и ситуацинными условиями, в качестве глобального 
критерия целесообразно принять надежность его функционирования. Задача оптимизации сетей впервые пред-
ставлена как отображение магистрального трубопровода по выбранным маршрутам в трехмерном простарнстве, 
учитывая различные существующие коммуникации и объекты, а также высотные отметки местности. В работе 
представлены задачи оптимизации сетей как непрерывной, так и дискретной постановках, а также изучены различ-
ные показатели надежности функционирования магистрального трубопровода. Цель: разработка модели прокла-
дывания магистрального трубопровода в трехерном пространстве, которая также учитвает надежность функциони-
рования трубопроводного транспорта; сравнительный анализ для различных показателей надежности и топологий 
магистрального трубопровода. Объекты: инженерные коммуникации и сети, прокладываемые в трехмерном про-
странстве. Методы: методы вариационного исчисления, методы дискретной оптимизации, методы теории графов и 
теории гиперсетей, методы анализа надёжности сетей. Результаты. Задача оптимизации магистрального трубо-
проводного транспорта поставлена с учетом его вложенности по маршруту в трехмерном пространстве с выбором 
критерия оптимизации (экономичность, надежность и т. п.). Задача представлена в виде непрерывной и дискретной 
постановок, что важно для ее развития в рамках теории вариационного исчисления и дискретной оптимизации. 
В настоящей работе задача была исследована в рамках теории графов и гиперсетей, которые позволяют, во-первых, 
учитывать вложенность одной структуры (магистрального трубопровода) в другую (дискретный аналог трехмер-
ного пространства) и, во-вторых, наглядно проиллюстрировать результаты численных экспериментов. Показано, 
что в условиях заданного множества способов прокладки вторичной сети по каналам первичной получаются раз-
личные оптимальные структуры при рассмотрении в качестве критерия различных показателей надежности, что 
может быть использовано для реализации проектного решения по строительству и эксплуатации трубопроводного 
транспорта различного назначения. 

Ключевые слова: надежность магистрального трубопровода, граф, гиперсеть, трехмерная область, эволюционные 
алгоритмы 
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Abstract. Relevance.  The practical importance of the tasks of utility networks design, namely, the problems of optimizing the 
structure of the main pipeline according to given criteria, such as efficiency, reliability etc., under conditions of limitations, for 
example, the compatibility of various types of utilities. Since the main pipeline is laid on the ground with various physical and 
geological factors, natural and situational conditions, it is advisable to take the reliability of its operation as a global criterion. The 
task of network optimization is proposed in the form of displaying the main pipeline along the selected routes in three-
dimensional space, which considers various existing communications and objects, as well as elevation marks of the area. The 
paper presents the problems of optimizing networks, both in the continuous case and in the discrete case, and also studies vari-
ous indicators of the reliability of the operation of the main pipeline. Aim. To develop a model for laying the main pipeline in 
three-dimensional space, considering the reliability of the pipeline transport; to conduct a comparative analysis for various reli-
ability indicators and topologies of the main pipeline. Objects. Utility communications and networks laid in three-dimensional 
space. Methods. Calculus of variations, discrete optimization methods, graph theory and hypernet theory methods, network reli-
ability analysis methods. Results. The task of optimizing the main pipeline transport is given taking into account its nesting along 
the route in three-dimensional space with the choice of an optimization criterion (economic efficiency, reliability, etc.). The prob-
lem is presented in the form of continuous and discrete formulations, which is important for its development both within the 
theory of the calculus of variations and discrete optimization. In this work, the problem was studied within the framework of the 
theory of graphs and hypernets, which allow, firstly, taking into account the nesting of one structure (main pipeline) into another 
(a discrete analogue of three-dimensional space) and, secondly, clearly illustrating the results of numerical experiments. It is 
shown that under the conditions of a given variants for laying a secondary network along the primary channels, various optimal 
structures are obtained when considering various reliability indicators as a criterion, which can be used to implement a design 
solution for the construction and operation of pipeline transport for various purposes. 
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Введение 

В статье исследуются задачи оптимизации 

маршрутов прокладывания магистрального трубо-

провода для транспортировки георесурсов по крите-

рию экономической целесообразности проектного 

решения, надежности их функционирования с уче-

том совместимости коммуникаций различных типов 

трубопроводного транспорта, прокладываемых в 

одном направлении. Представленные исследования 

являются логическим продолжением работы [1]. 

Задачи в области добычи и транспортировки ге-

оресурсов (газ, нефть, вода) связаны с освоением 

источников ресурсов, их добычей и первичной пере-

работкой, определением требуемых объемов для 

потребителей, а также транспортировкой и распре-

делением этих ресурсов между потребителями  

[2–8]. Таким образом, возникает многокритериаль-

ная задача, в которой ищется экстремум некоторой 

целевой функции при заданных ограничениях и тре-

бованиях. Подобная многокритериальная задача 

может быть сформулирована следующим образом: 

из множества вариантов необходимо выбрать про-

ектное решение при заданных ограничениях, обес-

печивающее минимум суммарных затрат, при усло-

вии, что проектируемая магистральная сеть должна 

удовлетворять заданному порогу надежности. Дру-

гая формулировка состоит в замене оптимизируемо-

го критерия на надежность (естественно, с перехо-

дом от минимизации к максимизации целевой функ-

ции), а порогового показателя – на стоимость. 

Подобные задачи являются NP-трудными, что 

было исследовано в [1]. В данной работе проанали-
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зированы показатели надежности элементов проек-

тируемого магистрального трубопровода, который 

осуществляет доставки георесурсов между задан-

ными множествами точек в трехмерном простран-

стве DR
3
. Множества точек в трехмерном про-

странстве D могут являться фиксированными и ин-

терпретируются как источники георесрусов, потре-

бители и какие-либо промежуточные точки, такие 

как распределительные пункты, насосные станции, 

подстанции и т. п.  

В зависимости от количества точек в простран-

стве D мы можем перейти к решению одной из сле-

дующих подзадач: 

 прокладка линейного графа из точки А в точку 

В; 

 прокладка звезды из точки А в точки B1,B2,…Bn, 

в котором А – источник георерсурса, B1,B2,…Bn – 

потребители (или наоборот – несколько потре-

бителей, один источник); 

 прокладка полного или неполного двудольного 

графа между источниками георесурсов 

A1,A2,…Am и потребителей B1,B2,…Bn. 

Ниже мы исследуем задачи прокладывания ма-

гистрального трубопровода в трехмерном про-

странстве по критерию экономической эффектив-

ности проектного решения, в котором будут учте-

ны высотные и ситуационные ограничения, а также 

надежность его функционирования. В качестве ме-

ры надежности магистрального трубопровода в 

условиях возможных отказов элементов первичной 

сети проанализированы несколько альтернативных 

показатели надежностей, такие как: минимум среди 

вероятностей существования путей между задан-

ными парами вершин, средняя парная надежность 

и вероятность существования путей между задан-

ными парами вершин. При этом должны быть 

учтены особенности местности, по которой будет 

прокладываться магистральный трубопровод. Для 

этой цели рассматривается дискретный аналог об-

ласти для прокладывания магистрального трубо-

провода в виде математической или цифровой мо-

дели местности. В дальнейшем будут поставлены 

задачи на языке теории гиперсетей, в которой 

структура проектируемого магистрального трубо-

провода моделируется в виде графа вторичной сети 

SN (secondary network), дискретный аналог области 

размещения – в виде графа первичной сети PN 

(primary network), а маршруты прокладывания 

(отображения) вторичной сети SN в первичную 

сеть PN моделируются в виде двухуровневой ги-

перстети HN (hypernet).  
 
Гиперсетевая модель прокладывания  
магистрального трубопровода 

Пусть структура магистрального трубопровода 

представлена графом SN=(Y,R), в котором Y – мно-

жество точек в пространстве, положения которых 

зафиксированы. Эти точки представляют источни-

ки георесурсов, потребителей, а также промежу-

точные узлы в виде распределительных пунктов, 

насосных станций, подстанций и т. п. Наличие реб-

ра между ними означает необходимость соединить 

соответствующие объекты каналами связи. 

Рассмотрим дискретный аналог пространства 

DR
3
, в котором прокладывается магистральный 

трубопроводный транспорт (в данном контексте 

R – множество вещественных чисел). Для его пред-

ставления будем использовать граф PN=(X,V), в 

котором X – это множества узлов, а V – множество 

ребер (будем называть их ветвями), связывающих 

соответствующие пары узлов из множества X. 

Наличие такого ребра предполагает возможность 

физически соединить соответствующие точки про-

странства. 

Тогда прокладывание (отображение) маги-

стрального трубопровода SN=(Y,R) по соответ-

ствующим маршрутам в графе PN=(X,V) задается 

двухуровневой гиперсетью, которая определяется 

следующим образом [9]: 

Определение: Гиперсеть HN=(X,V,R P,W,F) – это 

иерархический математический объект, состоящий из: 

 на уровне первичной сети: 

 X=(x1,x2,…xn) – множества вершин; 

 V=(v1,v2,…vg) – множества ветвей; 

 P:V2
X 

– отображения, сопоставляющее 

каждому элементу vV множество P(v)X 

его вершин, определяющее граф первичной 

сети PN=(X,V;P); 

 на уровне вторичной сети: 

 Y=(y1,y2,…yp) – множества узловых элемен-

тов магистрального трубопровода; 

 R=(r1,r2,…rm) – множества ребра (маги-

стральные трубопроводы); 

 W:r2
P(F(r))

 отображение, сопоставляющее 

каждому элементу rR подмножество 

W(r)P(F(r)) его вершин, где P(F(r)) – мно-

жество вершин PN, инцидентных ветвям 

F(r)V, определяющее граф вторичной сети 

SN=(YX,R;W). В данном случае SN соответ-

ствует структуре проектируемой сети ком-

муникации. 

Тогда отображение F:R2
V
, сопоставляющее 

каждому ребру rR графа вторичной сети SN опре-

деленный маршрут из ветвей vV в графе первич-

ной сети PN, определяет гиперсеть. Таким образом, 

взаимодействие магистрального трубопровода и 

трехмерной области определяется гиперграфом 

(hyper graph) HG=(V,R;F), т. е. ветвь vV графа PN 

инцидентна ребру rR тогда и только тогда, когда 

ребро r проходит (реализовано) по соответствую-

щей ветви v, а вложение графа SN в PN описывает-
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ся гиперсетью HN, которая однозначно определяет-

ся тройкой (PN,SN;F) . 

Предполагается, что графы PN и SN неориенти-

рованные. На рис. 1 граф первичной сети PN пред-

ставлен в виде решетки, а граф вторичной сети SN – 

в виде маршрутов в PN 𝑅={(1,4,5),(1,4,7),(7,8,9)}. 

 
Рис. 1.  Пример гиперсети 
Fig. 1.  Hypernet example 

Отметим, что в зависимости от вида отображе-

ния (сюръективное, инъективное или биективное) 

ребер графа вторичной сети SN по соответствую-

щим маршрутам графа первичной PN, т. е. в зави-

симости от F:R2
V
, возникают различные при-

кладные задачи в области проектирования и строи-

тельства инженерных коммуникаций различного 

назначения. 
 
Математические модели местности 
Трехмерное пространство 

 Предположим, что область прокладывания ма-

гистрального трубопроводного транспорта рас-

сматривается как трехмерное дискретное простран-

ство DR
3
, содержащее в себе существующие ком-

муникации и сети, а также природные и ситуаци-

онные ограничения.  
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Рис. 2.  Дискретный аналог области прокладывания – 

граф PN=(X,Y)  
Fig. 2.  Discrete analog of the laying area is a graph 

PN=(X,Y) 

В зависимости от расположения соединяемых 

пар точек (одна из которых всегда стартовая, а 

другая конечная), метрические характеристики меж-

ду ними определяется следующим образом (рис. 2):  

 =(A,B)=l, если узлы A и B имеют одинаковые 

отметки;  

 2

2

2),( hlCA  , если узлы A и C имеют раз-

ные отметки; 

 2

32

2 )(2),( hhlJB  , если узлы B и J 

имеют разные отметки (диагональ с двумя сту-

пенями); 

 2),( lFD  , если узлы D и F имеют одина-

ковые отметки (диагональ); 

 2

2

22),( hlGA  , если узлы A и G имеют 

разные отметки (диагональ с одной ступенью).  

Возможные наплавления перехода из точки 

A(x1,y1,z1) в точку B(x2,y2,z2) в трехмерном про-

странстве можно представить как в непрерывной, 

так и в дискретной форме, в зависимости от специ-

фики решаемой задачи [10, 11]. 

Если решается непрерывная задача, то точка 

A(x1,y1,z1) совпадает с вершиной конуса, а одно из 

возможных положений точки B(x2,y2,z2) – с его ос-

нованием (рис. 3, а). 

 
Рис. 3.  Связность пар вершин в трехмерном простран-

стве в непрерывном случае (слева) и дискрет-
ном случае (справа) 

Fig. 3.  Connectivity of pairs of vertices in three-dimensional 
space in a continuous case (left), and in a discrete 
case (right) 

В дискретном случае связность пары вершин 

A(x1,y1,z1) и B(x2,y2,z2) графа PN в трехмерном про-

странстве может быть определена по принципу четы-

рехсвязности |x1–x2|+|y1–y2|+|z1–z2|≤1 (рис. 4, а) или 

восьмисвязности |x1–x2|≤1, |y1–y2|≤1 и |z1–z2|≤1 (рис. 4, б).  

 
Рис. 4.  Принципы связности точек в дискретном слу-

чае: четырехсвязность (слева) и восьмисвзя-
ность (справа) 

Fig. 4.  Connectivity principles of points connectivity in the 
discrete case: the four-connectivity (left), and the 
eight-connectivity case (right) 
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В дискретном случае координаты точки 

B(x2,y2,z2) могут находиться в одном из четырех или 

восьми положений, в зависимости от применяемого 

типа связности. В свою очередь, тип связности за-

висит от сложности пространства DR
3
, в котором 

предполагается прокладывать магистральный тру-

бопровод. 
 
Постановка задачи 
Непрерывная постановка 

Ниже мы приводим общую постановку задачи 

прокладывания магистрального трубопровода меж-

ду заданными множествами точек в трехмерном 

пространстве в непрерывной постановке.  

Пусть: 

 (x,y,z)  – произвольный маршрут между задан-

ными парами точек A(x1,y1,z1) и B(x2,y2,z2); 

 f(x,y,z) – функция удельных земляных работ 

(подготовка полосы, рытье траншеи, коллекто-

ров, подземных туннелей и т. п.) в точках (x,y,z) 

трехмерного пространства DR
3
. Она может 

быть непрерывной, кусочно-непрерывной или 

дискретной в зависимости от области определе-

ния данной функции; 

 g(x,y,z) – функция удельных строительных за-

трат магистрального трубопровода (приобрете-

ния и монтаж) в точках (x,y,z) трехмерного про-

странства DR
3
. Она может меняться из точки в 

точку в зависимости от категории местности. 

Согласно [12], длина пространственной кривой 

AB(x,y,z), заданной системой уравнений y=y(x), 

z=z(x) и проходящей через точки A(x1,y1,z1) и 

B(x2,y2,z2), равна 

dxxzxyl

x

x

xx 
2

1

2'2' )]([)]([1)( .    (1) 

В нашем случае длина трехмерной кривой l() 

равна (тождественна) длине ветви vV графа пер-

вичной сети PN, т. е. l()l(v). 

Подынтегральное уравнение в (1) обозначим как 

dl, т. е.  

dxxzxydl xx

2'2' )]([)]([1  . 

Пуст [x,y(x),z(x)] кривая, связывающая в про-

странстве DR
3
 точки (x1,y1,z1)D, i=1,2. Тогда 

суммарная стомость на строительство этой трассы 

(транщея, коллектор и т. п.) определяется как 


2

1

)](),(,[)(

x

x

dlxzxyxfC   .            (2) 

Мы полагаем, что длина прокладываемого ма-

гистрального трубопровода (длина ребра rR) рав-

на суммарному числу ветвей (трасс), инцидентных 

этому трубопроводу, т. е. 



)(

)()(
rFv

vlrl . Так как 

рассматривается непрерывный случай, длина про-

кладываемого магистрального трубопровода равна 

длине непрерывной трассы, т. е. l(r)=l(v). 

Стоимость проектируемого магистрального 

трубопровода, прокладываемого вдоль трассы 

[x,y(x),z(x)], определяется следующим образом: 


2

1

)](),(,[)(

x

x

dxxzxyxgD  ,            (3) 

где g(x,y,z) – функция удельной стоимости маги-

стрального трубопровода, зависящая от координа-

ты точек (x,y,z) в трехмерном простарнстве DR
3
. 

Тогда непрерывная задача может быть сформу-

лирована следующим образом: пусть (A,B) – мно-

жества всех возможных маршрутов прокладывания 

магистрального трубопровода из точки A в точку B, 

представляющие собой непрерывные кривые в 

трехмерном пространстве DR
3
. Тогда задача за-

ключается в поиске такой кривой 0 среди всех 

трасс (A,B), вдоль которой суммарная стоимость 

(2) (стоимость подготовки и строителства линей-

ных сооружений (трасс, опор и т. п.)) и (3) (стои-

мость приобретения и прокладывания магистраль-

ного трубопровода) принимает наименьшее значе-

ние, т. е. 

 


B

A
BA

dxxzxyxgxzxyxfDC )](),(,()(),(,([)]()([min
),(0




 

 


B

A
BA
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      (4) 

при  

0)( RHNR  ,                (5) 

где R(HN) – надежность гиперсети (показатели 

надежности изучаются в следующе пункте); R0 – 

требуемый порог надежности. 

Непрерывная задача в виде (4), (5), без учета 

условия порогового значения наежности, позволяет 

решить ее методами вариационного исчисления 

[13]. 

 

Дискретная постановка 

Пусть заданы графы первичной PN (дискретный 

аналог трехмерного пространства) и вторичной се-

ти SN (предполагаемая структура магистрального 

трубопровода) некоторой гиперсети HN. В дис-

кретной постановке задача выбора трассы для про-

кладки коммуникаций из пункта A(x1,y1,z1) в пункт 

B(x2,y2,z2) заключается в выборе маршрута в трех-

мерном пространстве DR
3
, имеющего минималь-

ную стоимость AB среди всех маршрутов (A,B) 
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между заданными парами вершин A(x1,y1,z1) и  

B(x2,y2,z2) на графе первичной сети PN, и отображе-

ния ребер (магистрального трубопровода) rR гра-

фа вторичной сети SN по выбранным маршрутам в 

PN. То есть требуется найти  

VRF 2:  , 

для которого 

 













 

ABji

ijij
BA

rldcHNQ



),(

),(
)(min)(           (6) 

при ограничении (5),  

 

где  (A,B) – множество всех возможных маршру-

тов из  A(x1,y1,z1) в  B(x2,y2,z2);AB – маршрут, обес-

печивающий минимум стоимости перехода из 

A(x1,y1,z1) в B(x2,y2,z2); cij – стоимость перехода из 

пункта i в пункт j, определяющих звено маршрута 

AB на графе первичной сети PN, т. е. (i,j)AB; dij – 

удельная стоимость ребер rR (магистрального 

трубопровода) графа вторичной сети SN из пункта i 

в j; l(r) – длина прокладываемого магистрального 

трубопровода (длина ребра rR) равна суммарному 

числу ветвей (трасс), инцидентных этому трубо-

проводу, т. е. 



)(

)()(
rFv

vlrl . 

Для различных вариаций задач (5), (6) предло-

жены различные алгоритмы их решения. На рис. 5 

представлены результаты расчѐтов этих алгорит-

мов: метод, основанный на построении самой 

надѐжной струкутры (Max Prob); метод основан-

ный на жадной стратегии, использующий также 

предыдущий алгоритм (Floyd Greedy Prob); метод, 

использующий алгоритм Йена для построения 

множества k-кратчайших путей (K-path), основан-

ный на подходе муравьиной аколонии (AntColony), 

а также две их комбинации Greedy+K-path, 

AntColony+K-path [14].  

 
Рис. 5.  Результаты расчетов для решетки 10×10 
Fig. 5.  Numerical results for the 10×10 lattice 

В качестве графа первичной сети PN была взята 

решетка 10×10. Стоимость ветвей первичной сети – 

случайные числа от 5 до 10 условных единиц. Сто-

имость ребер вторичной сети – случайные числа от 

1 до 5. R0=0,7 для |R|=5, 10; R0=0,6 для |R|=30, 60; 

R0=0,5 для |R|=80. В качестве надежности был рас-

смотрен такой показатель, как минимальное значе-

ние среди вероятностей связности ребер вторичной 

сети (пункт “Анализ надѐжности гиперсетей”). 

На диаграмме по оси абсцисс показана стоимость 

полученной гиперсети, по оси ординат – число ре-

бер |R|, которые нужно вложить в первичную сеть. 

Можно заметить, что целесообразно использование 

K-path как часть другого алгоритма для нахожде-

ния более дешевого решения, а также что для не-

больших значений |R| лучшее решение находит 

семейство алгоритмов AntColony, а для больших 

лучше работают жадные алгоритмы (Greedy).  
 
Анализ надёжности гиперсетей 

Задачи, связанные с анализом надѐжного функ-

ционирования сетей различного назначения, актив-

но изучались в [15–28] и продолжают изучаться в 

настоящее время. Как правило, для анализа надеж-

ность сетей применяют различные стохастические 

методы, такие как метод Монте-Карло, вероятност-

ный анализ и другие [15–21], а в качестве матема-

тической модели выступает случайный граф [22]. 

Предполагается, что элементы графа, вершины 

и/или рѐбра присутствуют в графе с заданными 

вероятностями, что описывает надѐжность соответ-

ствующих элементов сети. Классический показа-

тель надѐжности сетей – вероятность еѐ связности, 

то есть вероятность связности соответствующего 

случайного графа [9]. В более общем случае рас-

сматривают заданное подмножество узлов K (по-

люсов), для которых необходимо обеспечить воз-

можность установления соединения друг с другом. 

Вероятность связности этих узлов – это так называ-

емая K-терминальная надѐжность (K-terminal 

network reliability). Выделяют два важных случая: 

K=V, в таком случае получаем уже упомянутую 

вероятность связности (all-terminal network 

reliability); и K=2, что соответствует надѐжности 

двухполюсной сети (2-terminal network reliability). 

Отметим, что для всех этих показателей точный их 

расчѐт представляет собой NP-трудную задачу [23]. 

Несмотря на это, точные методы расчѐта широко 

используются. Например, выделяется класс после-

довательно-параллельных сетей [24], для которых 

расчѐт осуществляется за полиномиальное время. 

В общем случае возможно использование прибли-

жѐнных методов, например метода Монте Карло 

[25]. 

Понятие случайной гиперсети для анализа 

надѐжности иерархических структур было впервые 
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введено в работах [26, 27]. Соответствующий аппа-

рат был далее развит в [28]. Как правило, рассмат-

ривается случай отказов в первичной сети, но так-

же изучены некоторые варианты отказов элементов 

и во вторичной сети.  

Для рассматриваемых задач – проектирование и 

структурная оптимизация сетей инженерных ком-

муникаций в условиях возможных отказов элемен-

тов, в том числе магистральных трубопроводов, 

подходит математическая модель, изложенная в 

[1]. Мы рассматривали возможность выхода из 

строя рѐбер первичной сети (траншей, коллекторов, 

и т. д.), при котором все проходящие через это реб-

ро ветви (линии связи вторичной сети) перестают 

функционировать. Например, при обвале штрека в 

шахте будут скорее всего повреждены кабели элек-

тропитания, связи, сети мониторинга, и другие. 

Вероятность выхода из строя рѐбер может быть 

определена исходя из статистических данных, экс-

пертных оценок или в результате моделирования, 

т. е. точно так же, как и для классических моделей 

сетей с ненадѐжными элементами. Имея значения 

надѐжности ветви первичной сети, надѐжность ре-

бра вторичной определяется естественным образом 

как произведение надѐжностей ветвей, через кото-

рые она проходит. Таким образом, приходим к ана-

логу уже упомянутой двухполюсной надежности, 

определяемой как максимум из надѐжностей всех 

рѐбер, соединяющих два заданных узла вторичной 

сети. Методы оптимизации инженерных сетей, с 

учѐтом надѐжности по этому показателю, пред-

ставлены в [29]. Также в [30] мы обсуждали воз-

можность использования других показателей. 

В данной работе мы рассмотрим альтернатив-

ные показатели надѐжности для проектирования и 

оптимизации сетей инженерных коммуникаций и 

магистральных трубопроводов и проиллюстрируем 

их использование. Приведѐм сначала определение 

упомянутого показателя надѐжности. 

Будем считать, что ветви V первичной rR 

PN=(X,V) сети подвержены случайным отказам, 

происходящим независимо друг от друга с задан-

ными вероятностями pi, 1ig. 

Надежность ребра вторичной сети rR опреде-

лим как 





)(

)()(
rFv

r vpHNR .      (7) 

Если для ребра rR путь F(r) имеет конечные 

точки a и b, и если никакие другие рѐбра не связы-

вают эти точки, мы будем использовать обозначе-

ние Rab(HN) вместо Rr(HN). Если для узлов a и b 

существует более одного такого ребра, это обозна-

чение используется для того ребра, значение 

надежности которого максимально.  

Надѐжность R(HN) = гиперсети HN в целом, с 

учетом того, что в первичной сети происходят 

сбои, но при этом все потребители должны быть 

связаны с необходимыми им поставщиками, опре-

делялась как: 

min consumersourceabpair YbYaHNRRMin  ,)},(min{)( , (8) 

где Ysource – источник георесурсов; Yconsumer – потре-

бители. 

Таким образом, R1(HN) является минимумом 

среди всех двухтерминальных надежностей 

Rab(HN), где а – это источник ресурса, b – потреби-

тель. Если мы рассматриваем случай, когда подоб-

ные узлы не заданы, а необходимо просто проло-

жить рѐбра по первичной сети, то это будет мини-

мум среди всех надѐжностей рѐбер. 

Однако не во всех случаях адекватной мерой 

надѐжности будет именно указанный показатель. 

Введѐм в рассмотрение показатель для описания 

надѐжность сети в среднем: 








1

,),(
1

)( consumersourceabpair YbYaHNRRAv , (9) 

где Ω – количество всех рассматриваемых пар ис-

точник–потребитель или всех рѐбер, если эти пары 

в явном виде не заданы. 

Рассмотрим также показатель, который необхо-

дим для описания надѐжности в случае, когда нуж-

но, чтобы все потребители и поставщики одновре-

менно были связны с максимальной вероятностью. 

Определим его как вероятность существования пу-

тей между каждой парой источник–потребитель: 

),___()(_ consumersourcePairsAll YbYabetweenpathaExistyprobabilitHNR   

),___()(_ consumersourcePairsAll YbYabetweenpathaExistyprobabilitHNR  .(10) 

Определение вероятностного пространства в 

этом случае делается по аналогии с, например, ра-

ботой [17]. 

Возможны ситуации, когда при одних и тех же 

условиях разные конфигурации инженерной сети 

будут оптимальными с точки зрения введѐнных 

нами выше показателей (7)–(10). 

Например, рассмотрим первичную сеть (рис. 6), 

представленную решѐткой 4×8, где каждая ветвь 

присутствует с вероятностью p. Узлы, которые 

необходимо связать рѐбрами, расположены сверху 

и снизу (выделены на рис. 6), т. е. каждое ребро 

связывает выделенный узел сверху и выделенный 

узел, изображѐнный непосредственно под ним. 

Рассмотрим три способа соединения этих трѐх 

пар узлов, изображѐнных на рис. 6–8. 

Значения надѐжностей гиперсети для каждого 

из случаев приведены в таблице. 
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Таблица.  Значения надёжности для разных показате-
лей и разных вариантов прокладки вторич-
ной сети 

Table.  Reliability values for different indicators and 
different options for laying the secondary net-
work  

Показатели 
Indicators 

Топологии/Topologies 
T1 T2 T3 

Min(RPair) P8 p6 P8 

Av(RPair) 
2p8 + p4 

3 
p6 

2p4 + p8 

3 
RAll_Pairs p12 p18 p16 

 

Обозначим варианты прокладки вторичной сети 

по ветвям первичной как № 1 (рис. 7), № 2 (рис. 8), 

№ 3 (рис. 9). Из таблицы видно, что для разных 

показателей разные топологии будут оптимальны-

ми. Так, для первого (таблица) показателя лучшим 

будет вариант № 2. Надѐжность для вариантов № 2 

и 3 совпадает. Для третьего показателя лучшей бу-

дет топология № 1, средней – № 3, худшей – № 2. 

Для второго показателя подобный список будет 

зависеть от значения p. Для определѐнных значе-

ний лучшим будет и вариант № 3, который с точки 

зрения других показателей не является лучшим. 

 
Рис. 6.  Решетка 4×8 
Fig. 6.  4×8 grid 

 
Рис. 7.  Топология Т1: вариант прокладки вторичной 

сети с совместным использованием ветвей 
первичной 

Fig. 7.  Topology T1: the secondary network laying variant 
with the joint use of primary one branches 

 
Рис. 8.  Топология Т2: вариант прокладки вторичной 

сети без совместного использования ветвей 
первичной 

Fig. 8.  Topology T2: the secondary network laying without 
sharing the branches of the primary one 

 
Рис. 9.  Топология Т3: другой вариант прокладки 

вторичной сети без совместного использования 
ветвей первичной 

Fig. 9.  Topology T3: another secondary network laying 
without sharing the branches of the primary one  

Заключение 
Для проектирования и структурной оптимиза-

ции сетей доставки георесурсов с учѐтом их иерар-

хичной вложенности сформулированы соответ-

ствующие математические задачи в виде непре-

рывной и дискретной постановок. Приводится ма-

тематический и алгоритмический аппарат для ре-

шения подобных задач, который описан в рамках 

теории вариационного исчисления, теории графов 

и дискретной оптимизации. Рассмотрены различ-

ные показатели надежности проектируемой сети в 

условиях отказов первичной сети – траншей, штре-

ков в шахте, и т. д. Выбор того или иного показате-

ля при проектировании определяется задачами и 

условиями функционирования каждой конкретной 

сети инженерных коммуникаций. Показано, что 

при одних и тех же условиях разные конфигурации 

инженерной сети будут оптимальными с точки зре-

ния разных показателей.  
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