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Актуальность. Изучается проблема напряженно-деформированного состояния и несущей способности пористых металли-
ческих нанопластин с учётом больших деформаций, а именно в нефтегазовой промышленности для очистки от твёрдых 
фракций стволов скважин в процессе их обустройства и обеспечения притока флюида при эксплуатации; а также в аэрокос-
мической, медицинской промышленности, приборостроении и др. Пористые металлические фильтры в виде пластин предла-
гается применять в качестве фильтров для удаления твердых частиц в стволе добывающих скважин в призабойной зоне 
плата с  целью повышения эффективности фильтрации мультифазного флюида и снижения рисков аварийности. 
Цель: разработка новой модели пористых нанопластин с учётом влажности.  Разработаная модель позволяет описывать 
реальные работы изучаемых объектов в нефтегазовой промышленности и других отраслях; построение эффективных и 
быстродействующих методов исследования пористых металлических нанопластин. 
Методы: метод вариационных итераций – расширенный метод Канторовича, обладающий высокой точностью решения не-
линейных задач, быстродействием. Корректность применения этого метода обусловлена доказательством теорем его 
сходимости, принадлежащих авторам. Кроме того, полученные решения сопоставляются с решениями, полученными мето-
дом Бубнова–Галеркина в высших приближениях и методом конечных разностей второго порядка точности, а также с реше-
ниями, полученными другими авторами. 
Результаты и выводы. Построена модель пористых гибких нанопластинок с учётом влажности. Наноэффекты описыва-
ются по модифицированной моментной теории упругости. Даётся дальнейшее развитие метода вариационных итераций 
применительно к исследованию напряжённо-деформированного состояния пористых металлических нанопластин при боль-
ших деформациях. Анализируются типы пористости материала, размерно-зависимый нанопараметр, распределение влаж-
ности, показатель пористости и граничные условия на несущую способность пористых металлических пластин. Выявлен 
тип пористого материала, имеющий наибольшую несущую способность. 
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Введение 

Обеспечение безаварийной работы добывающих 
нефтяных и газовых скважин является важной зада-
чей, а снижение ресурсоемкости добычи углеводоро-
дов достигается при применении новых технологий, 
обеспечивающих эффективную работу в экстремаль-
ных условиях, к которым относятся высокое давление, 
температура и влажность. При освоении скважин 
необходима очистка призабойной зоны пласта от 
твердых фракций, качество очистки влияет на рабо-
тоспособность оборудования и сокращает сроки вы-
вода на промышленные притоки флюида. Рассмотрим 
требования, предъявляемые к материалам для произ-
водства таких фильтров. 

По сравнению с плотными твердыми металлами, 
пористые металлы имеют низкую плотность, боль-

шую удельную площадь поверхности, хорошее по-
глощение энергии. Пористые металлы обладают хо-
рошим теплообменом, радиационными свойствами, 
превосходным звукопоглощением, хорошим проник-
новением и инфильтрационными свойствами. 

Пористые материалы могут демонстрировать 
комплексные физико-механические свойства и ис-
пользоваться в различных отраслях промышленности: 
нефтехимической, нефтегазовой, биоинженерной, 
аэрокосмической, электронной и коммуникационной, 
транспортной, атомной энергетике, медицине, охране 
окружающей среды, металлургии, машиностроении. 
Это обусловлено их широкими возможностями, та-
кими как разделение/фильтрация потока, звукопо-
глощение и шумоподавление, демпфирование, элек-
тромагнитное экранирование, теплоизоляция и огне-
стойкость [1–9]. Пористые металлы могут быть пре-
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вращены в фильтры, жидкостные сепараторы, тепло-
обменники, радиаторы тепла, огнестойкие, глушители, 
демпферы, пористые электроды, катализаторы и их 
носители, человеческие имплантаты.  

Металлические пены с открытыми ячейками об-
ладают хорошей проницаемостью и могут быть пре-
вращены в фильтры [1]. Пористый металлический 
фильтр может удалять твердые частицы в жидкости 
(масло, криоген, расплав полимера и суспензия) или в 
газовой среде (воздух). Распространёнными формами 
фильтра являются: трубка, панель, лист, пластина, 
чашка и колпачок [10]. При использовании капилляр-
ного эффекта осуществляется селективное проникно-
вение жидкости в некоторые фильтрующие материа-
лы и может быть достигнуто разделение газ–
жидкость и жидкость–жидкость [10].  

Кроме нефтегазодобывающей промышленности, 
пористые металлы применяются для широкого спек-
тра задач в ряде отраслей промышленности. Напри-
мер, в аэрокосмической промышленности пористые 
нержавеющие стали используются для очистки гид-
равлического масла в гироскопах и газа в автоматиче-
ских топливных магистралях, а также рециркуляции 
катализаторов в углеводородном процессе. 

Спрос на пористые материалы с высокотемпера-
турными свойствами, способностью к высокому дав-
лению и коррозионной стойкостью растет в нефтехи-
мии, текстильной и бумажной промышленности. 
Например, пористые углеродистые материалы ис-
пользуются для удаления песка и грязи во время бу-
рения нефтяных скважин, а железные пены могут 
разделять нефть и воск при нефтепереработке. 

Пористые металлические конструкции – пластины 
и оболочки – анализируются в работах [11–20]. В ра-
боте [11] решаются задачи о смятии и прогибе круг-
лой пористой пластины с шарнирно прикреплённым 
краем, находящейся под радиальным равномерным 
сжатием и равномерно распределенной нагрузкой с 
использованием метода Бубнова–Галеркина (Bubnov–
Galerkin method (BGM)) в первом приближении, такое 
решение является сугубо приближенным. При этом 
рассматривается тип распределения пор, когда мак-
симальная пористость находится в центре пластины. 

Изогеометрический анализ эффекта малых разме-
ров для линейных и нелинейных реакций пористой 
микропластины из металлической пены с помощью 
модифицированной теории парных напряжений про-
водится в работах [12–15]. Свойства материала микро-
пластины из металлической пены получены на основе 
трех моделей изменения пористости, а именно равно-
мерного, симметричного и асимметричного изменения 
по толщине микропластины. Исследовано влияние 
различных параметров, включая распределение пори-
стости, коэффициент пористости, отношение длины к 
толщине, граничные условия и параметр масштаба 
длины, на изгибание микропластины. Шаблон с сим-
метричной пористостью имеет наилучшие характери-
стики линейного и нелинейного откликов [12].  

Анализ нелинейного смятия и реакции после смя-
тия несовершенных пористых пластин и оболочек 
проведен в работах [16, 17]. Предполагается, что по-

ристые материалы с модулями упругости изменяются 
по толщине пластины в соответствии с двумя различ-
ными типами распределения. Управляющие уравне-
ния получены на основе классической теории оболо-
чек с учетом нелинейности фон Кармана и начально-
го геометрического несовершенства. Явные соотно-
шения кривых нагрузка–прогиб для прямоугольных 
пористых пластин определяются с помощью метода 
BGM в первом приближении, что также является 
приближенным решением. Анализируется влияния 
распределений пористости, коэффициента пористо-
сти, граничных условий и несовершенств на поведе-
ние пластин после смятия. Результаты показывают, 
что критические нагрузки смятия уменьшаются с 
увеличением коэффициента пористости [16]. 

В работе [18] проводится исследование изгибания 
геометрически несовершенных нанобалок из метал-
лической пены с симметричным и асимметричным 
распределением пористости. В работе [19] проведен 
анализ колебаний пористых нанопластин из керамики 
и металла c учетом влажности с использованием ме-
тода BGM. Показано, что нанопоры и изменение 
влажности оказывают заметное влияние на частоты 
колебаний наноразмерных пластин. 

Нелинейный анализ изгибания несовершенных 
цилиндрических оболочек из пористой металличе-
ской пены при осевом сжатии проведен в [20]. Для 
оболочек из металлической пены пористость распре-
делена равномерно, симметрично и асимметрично в 
направлении толщины. С использование теории обо-
лочек Донелла–Кармана получены нелинейные урав-
нения равновесия. Критическая нагрузка смятия и 
кривые равновесия смятия для совершенных и несо-
вершенных оболочек решаются с помощью процеду-
ры BGM, решение также получено в первом прибли-
жении и является приближенным. Анализируется 
влияние коэффициента пористости, несовершенств, 
распределения пористости и геометрии на поведение 
цилиндрической оболочки при смятии. 

Приведённый выше анализ работ, посвященных по-
ристым металлическим нанопластинам, чрезвычайно 
ограничен. Решения, полученные методом BGM в пер-
вом приближении, являются приближенными и могут 
не соответствовать выводам, приведенным в работах.  

В настоящем исследовании разработана модель 
пористых металлических гибких нанопластин. Для 
полученных дифференциальных уравнений проведе-
но доказательство существования решения, а числен-
ные решения статических задач пористых металличе-
ских нанопластин осуществляются методом вариаци-
онных итераций – расширенный метод Канторовича  
(variational iterations method – extended Kantorovich 
method (VIM)). Для данного метода существует дока-
зательство его сходимости [21], и в ряде работ пока-
зана его эффективность [22–26], причем решение, по-
лученное с помощью метода VIM, можно считать 
точными. Следует отметить, что VIM обладает высо-
кой скоростью решения. Достоверность результатов 
демонстрируется совпадением решений, полученных 
VIM и BGM в высших приближениях (исследуется 
сходимость этого метода для функций и вторых про-
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изводных), а также методом конечных разностей вто-
рого порядка точностей (finite difference method of 
second order of accuracy (FDM)) (также исследуется 
сходимость этого метода для функций и вторых про-
изводных). В настоящей работе исследуются эффекты 
нано-размерного параметра, типа пористости матери-
ала, показателя пористости и граничных условий.  

Математическая модель металлических  
пористых гибких нанопластин 

Рассмотрим прямоугольную в плане пластинку, 
которая описывается как трехмерное тело   

0 , 0 ,
2 2

h h
x a y b z

 
         

   

длиной a, шириной b и постоянной толщины h. Сре-
динная поверхность при z=0 обозначена как 

      ,  / ,  0, 0,S x y x y a b  
 
(рис. 1). 

Для получения исходных уравнений приняты сле-
дующие гипотезы: 
1)  гипотеза Киргофа; 
2)  геометрическая нелинейность учитывается по 

теории Теодора фон Кармана; 
3)  наноэффекты – по модифицированной моментной 

теории упругости Янга [27]; 
4)  материал пластины пористый, упругий, свойства 

которого изменяются по z: модуль Юнга E=E(z), 

коэффициент Пуассона =(z) и коэффициент 

влажностного расширения =(z). Приняты три 
модели пористости [28], которые описываются 
степенными функциями: 

 однородная пористость ПМ 1 (ПМ – пористый ме-
талл) (рис. 1, 2): 
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 повышенная пористость от верхней и нижней по-
верхностей к центру ПМ 2 (рис. 1, 2): 
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(2)
 

 уменьшенная пористость от верхней и нижней по-
верхностей к центру ПМ 3 (рис. 1, 2): 
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здесь Em, m, m – модуль упругости, коэффициент 
Пуассона и коэффициент влажностного расширения 
металла; Г – показатель пористости. В работе [28] 

обосновано изменение параметра Г[0;0,4], 0 – от-
сутствие пор. 

На рис. 2 показано изменение модуля Юнга по 
толщине пластины в зависимости от типа распреде-
ления пор для показателя пористости Г=0,2;0,4. Цве-
товая гамма кривых указана на рис 2.  

 

 
Рис. 1.  Прямоугольная в плане нанопластинка из пористого металла  

Fig. 1.  Rectangular in plan nanoplatelet made of porous metal 

 
Рис. 2.  Изменение модуля Юнга по толщине пластины в зависимости от типа распределения пор (1–3) 

Fig. 2.  Young's modulus variation along the plate thickness depending on the type of pore distribution (1–3) 
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Выражение упругой энергии имеет вид  
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        (4) 

В выражении (4) первые три слагаемых – слагаемые 
классической теории, подчёркнутые слагаемые описы-
ваются по модифицированной моментной теории упру-
гости – учитываются моменты высшего порядка;  
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– работа внешних сил и кинетическая энергия соот-

ветственно; w(x,y) – функция прогиба; (z) – плот-
ность материала; q(x,y) – поперечная нагрузка на пла-
стинку. 

Согласно гипотезе Кирхгофа и Т. фон Кармана, 
деформации произвольной точки пластинки вычисля-
ется по формулам (5): 
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Согласно закону Гука и теории Янга, 
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где xx, yy, xy обозначают компоненты классическо-
го тензора напряжений; mxx, myy, mxy – моменты выс-
шего порядка девиаторной части симметричного тен-

зора; xx, yy, xy – компоненты симметричного тензо-
ра кривизны; C(x,y,z) – распределение влажности; 

(z) – коэффициент влажностного расширения. В за-
коне Гука (6) влажность учитывается подчеркнутыми 

членами в выражении для xx, yy, что в конечном 
итоге приводит к дифференциальным уравнениям (8) 
с учетом влажности, которую важно учитывать для 
пористых структур.

 
 

Используя принцип Остроградского–Гамильтона (7) 
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0,

t

t

U W K dt            (7) 

получим систему нелинейных дифференциальных 
уравнений в частных производных движения пори-

стых металлических нанопластин в смешанной форме 
относительно функций прогиба w(x,y) и функции 
напряжений F(x,y). Для задач статики уравнения типа 
Донелла–Кармана в безразмерной форме запишутся 
как (8), черточки над безразмерными параметрами 
для простоты опущены: 
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В уравнениях (8) 
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  – 

цилиндрическая жёсткость с учетом нанопараметра 
l – размерно-зависимого коэффициента; l=0 – для 
классической теории и l=(0;1] – для нанопластин с 
учётом модифицированной моментной теории [11], 
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  – влаж-

ностный момент [19].  
В работе рассматриваются следующие граничные 

условия. 
I. Шарнирное опирание по контуру на гибкие не-

сжимаемые (нерастяжимые) касательные плоскости 
ребра [29] 
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II. Свободное опирание по контору [29] 
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III. Защемление по контуру пластинки: 
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(11)

 

где n  – нормаль к контуру пластинки. 
IV. Защемление по контуру на гибкие нерастяжи-

мые (несжимаемы) касательные плоскости рёбра [29] 
2 2

2 2
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0, 0, 0, 0 для 0;1,

0, 0, 0, 0 для 0;1,

w F F
w x

x y x

w F F
w y
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визуализация граничных условий (9)–(12) приведена 
в табл. 1. 
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Таблица 1.  Визуализация граничных условий 

Table 1.  Visualization of boundary conditions 

Граничные условия/Boundary conditions 

 (9) (10)  (11)  (12) 

    

 
Параметр l позволяет учитывать особенности мик-

роструктуры материала и передавать эффект размера. 
Нанопластиной является пластинка, толщина которой 
находится в нано диапазоне h<1000 нм. В работе [30] и в 
настоящей работе величина размерно зависимого нано-
параметра составляет l=2,9 нм. В настоящей работе при 
проведении численных экспериментов для нанопласти-

ны принято безразмерное значение 0,4,l   что соот-

ветствует / 7,25 нм.h l l   

Уравнения (8)–(12) приведены к безразмерному 
виду следующим образом  

2 2

4

, , , ,

, , , ,

m m

w F E a
w F E

h E h E b

l x y a b
l x y q q

h a b Eh

   

              (13)
 

черточки над безразмерными параметрами в (8)–(12) 
для простоты опущены. 

Методы решения и достоверность  
получаемых результатов 

Для получения достоверных решений применим к 
уравнениям (8)–(12) несколько методов, различных 
по своей структуре: вариационные методы (вариаци-
онный метод BGM в высших приближениях); сеточ-
ный метод FDM; вариационно-сеточный метод (ме-
тод вариационных итераций в первом приближении 
(VIM 1) и во втором приближении (VIM 2)). При по-
лучении решения VIM 1 в первом приближении 
накладывалось ограничение идеи Фурье о разделении 
переменных, а при решении VIM 2 рассматривалась 
уже двухчленная аппроксимация основных функций. 
Считаем, что решения, полученные с помощью VIM 2, 
обладают самой высокой точностью, так как на каж-
дом шаге нагружения строится набор функций, удо-
влетворяющих искомым дифференциальным уравне-
ниям, в то время как в методе BGM в его классиче-
ской постановке задается набор функций, удовлетво-
ряющих соответствующим условиям, а в сеточном 
методе FDM решения существенно зависят от числа 
разбиения области S. Эффективность метода VIM 
была продемонстрирована как для полноразмерных 
структур, так и для наноструктут в работах [21–26]. 

При применении метода BGM система аппрокси-
мирующих функций для краевых условий (9) была 
принята в виде  

,

1 1

,

1 1

( , ) sin( )sin( ),

( , ) sin( )sin( ).

N N
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i j

N N
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После применения метода BGM к системе (8) по-
лучаем систему N

2
 нелинейных алгебраических урав-

нений относительно Ai,j, Bi,j, которая решается мето-
дом Ньютона–Рафсона. Исследуем сходимость реше-
ния в зависимости от количества аппроксимирующих 
функций N в (14) (табл. 2). 

К системе (8) с соответствующими краевыми 
условиями применим сеточный метод конечных раз-
ностей второго порядка точности, что сводит нели-
нейные уравнения в частных производных (8) к си-
стеме 2n

2
 нелинейных алгебраических уравнений (n – 

число узлов сетки на оси x и y), которая  решалась ме-
тодом Ньютона–Рафсона.  

Также к системе (8) применим VIM в перовом 
VIM 1 и втором VIM 2 приближениях. Представим 
функции w, F, согласно идее Фурье о разделении пе-
ременных, как сумму произведений функций, каждая 
из которых зависит от одной координаты x, y 

1 1

( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( ).
N N

i i i i

i i

w x y x x y y F x y X x Y y
 

  
 

(15)

 

На первом шаге функции ( ), ( )x x X x  задаются ис-

ходя из удовлетворения граничным условиям (заме-
чание: функции можно задать произвольным образом, 
не удовлетворяя краевым условиям). Тогда после 
применения метода BGM по координате x получим 
систему нелинейных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений 2N относительно ( ) ( )y y Y y , которая 

методом конечных разностей второго порядка точно-
сти сводится к системе 2n нелинейных алгебраиче-
ских уравнений и решается методом Ньютона–

Рафсона. Полученный набор функций ( ) ( )y y Y y  те-

перь считаем аппроксимирующим, и применяется 
процедура BGM по координате у, как и в предыду-
щем решении, и процесс продолжается пока решения 
на двух последовательных итерациях не совпадут в 
пределах принятой точности вычислений. Идея мето-
да вариационных итераций – расширенного метода 
Канторовича – подробно описана в работах [21–26], 
доказательство сходимости решения дано в работе 
[21]. Такая постановка решения задач теории гибких 
пористых металлических нанопластинок является 
корректной и точной, так как каждая из вычислитель-
ных процедур имеет доказательство сходимости.  

Замечание: результаты, полученные при первой 
итерации в методе вариационных итераций VIM, по 
сути дела, есть решение, полученное с помощью ва-
риационного метода Канторовича–Власова 
(Kantorovich-Vlasov method (KVM)).  

На рис. 3, 4 представлены зависимости 

q[w(0,5;0,5)] для квадратной =1 пластинки при дей-
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ствии равномерно распределённой нагрузки для гра-
ничных условий (9), полученные методами (BGM 
N=7, VIM 1, VIM 2, FDM) для пористой металличе-
ской пластинки ПМ 1 при Г=0,2 (рис. 3), а также ре-
шения, полученные в работе [31] методом возмуще-
ний, и решения, полученные методом KVM для 
сплошной пластины без пор Г=0 (рис. 4). На рис. 4 

также представлены функции 
2

2

w

x




 при y=0,5 и 

2 2

2 2

1

2

w w

x y


  
  

  
. Расчеты проводились для пла-

стины из алюминия 1,mE   m=0,3 [19]. На рис. 3, 4 

приводятся в цвете результаты расчета, полученные 
указанными выше методами, для полноразмерных 
(l=0) пластинок. 

 Сопоставление решений для непористых металли-
ческих пластинок проводилось не только для равно-
мерно-распределенной нагрузки, но и для локальной 
нагрузки.  В табл. 2 представлены решения прогиба 
w(0,25;0,25) для локальной нагрузки интенсивностью 
q0=300, полученные методами (BGM N=7, VIM 1, VIM 
2, FDM) с погрешностью относительно метода VIM 2 

2 max
1

2

100%vim

vim

w w

w


   , где wvim2 – максимальный 

прогиб, полученный методом VIM 2, а wmax – макси-
мальный прогиб, полученный соответствующим мето-
дом (указанным в первом столбце) в табл. 2. Решение, 
полученное VIM 2, в табл. 2 принято эталонными и вы-
делено синим цветом. Также в таблице указанно число 
итераций I, необходимое для сходимости метода вариа-
ционных итераций. Замечание: сходимость методов су-
щественно зависит от типа нагрузки. Для равномерно 
распределенной нагрузки при решении VIM 1 для схо-
димости решения достаточное число итераций I=4, а для 
локальной нагрузки в четверти необходимо I=7. 

 

 
Рис. 3.  Зависимость q[w(0,5;0,5)] пористой пластинки 

ПМ 1 (Г=0,2)  

Fig. 3.  Dependence q[w(0,5;0,5)] of the porous plate PM 1 

(Porous metal) (Г=0,2)  

 
Рис. 4.  Зависимость q[w(0,5;0,5)] однородной металли-

ческой пластины(Г=0) 

Fig. 4.  Dependence q[w(0,5;0,5)] of the homogeneous 

metal plate (Г=0) 

Анализ табл. 2 позволяет сделать вывод, что ре-
зультаты, полученные с помощью метода VIM 2, яв-
ляются точными и время, затраченное на их получе-
ние, является минимальным относительно методов 
BGM (N=7), FDM (n·n·2=4082). В решении, получен-
ном VIM 2, функции прогиба и усилий представляют-
ся в виде ряда (15), в то время как VIM 1 – это одно-
членное приближение – идея Фурье. Для практиче-
ского приложения (равномерно-распределенной 
нагрузки) можно ограничиться VIM 1, так как на гра-
фиках q[w(0,5;0,5)], приведенных на рис 3, 4, для рав-
номерно распределенной нагрузки решения, полу-
ченные методами VIM 1 и VIM 2, практически совпа-
ли и время расчета является минимальным. Решения, 
полученные методами VIM 1, VIM 2 для равномерно 
распределенной нагрузки, совпали не только для ос-
новных функций, но и для их производных до второ-
го порядка включительно. Решения, полученные 
VIM 1, приведенные на рис. 4,  совпали с решениями, 
полученными Shen и др. [31]. 

Исследование напряжённо-деформированного  
состояния пористых металлических нанопластин  
в условиях влажности 

Исследуем изгибание квадратной =1 нанопла-
стины описываемых системой нелинейных диффе-
ренциальных уравнений (8) при действии равномерно 
распределённой поперечной нагрузки с учетом влаж-

ности C(x,y)=C0sin(x)sin(y) для пластинок, изготов-
ленных для трех типов пористых материалов, опи-
санных выше (ПМ 1, ПМ 2, ПМ 3), для граничных 
условий (9)–(12). Расчеты проводились для пластины 
из алюминия для безразмерных параметров (13) 

1,mE  m=0,3, m=0,44 [19, 32].  
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Таблица 2.  Сравнение методов решения 

Table 2.  Comparison of solution methods 

Тип нангрузки 
Type of load 

 

Локальная нагрузка в четверти пластины/Local load in the quarter plate q=q0=300 

 при (for) x[0,125;0,375], y[0,125;0,375], Г=0, =1, l=0
 

Методы 

Methods 
w(0,25;0,25)

  

Погрешность относительно VIM2, % 
Error relative to VIM2 

2 max
1

2

100 %vim

vim

w w

w


  

 

Время расчёта, с 

Calculation time, sec 

Число 

алгебраических 
уравнений 

Number of algebraic 

equations 

BGM N=2 0,705 11,10  0,17 N·N·2=8 

BGM N=5 0,771 2,77  92,8 N·N·2=50 

BGM N=7 0,771 2,77  195,8 N·N·2=98 

FDM n=33 0,898 13,24  750 n·n·2=2178 

FDM n=49 0,860 8,45  4050 n·n·2=4082 

VIM 1 n=97, I=7 0,772 2,65  15,3 n·2=194 

VIM 1 n=121, I=7 0,772 2,65  25,3 n·2=242 

VIM 2 n=49, I=5 0,793 0,00  16,4 2n·2=196 

VIM 2 n=73, I=5 0,793 0,00  26,7 2n·2=292 

 
Решения получены методом вариационных итера-

ций в первом приближении VIM 1, обыкновенные не-
линейные дифференциальные уравнения на каждой 
итерации решались методом конечных разностей 
второго порядка точностей при разбиении интервала 
интегрирования для n=97. Нелинейная система алгеб-
раических уравнений, как и в предыдущем параграфе, 
решалась методом Ньютона–Рафсона.  

На рис. 5, а (граничные условия (10)) и б (гранич-
ные условия (11)) приведены графики q[w(0,5;0,5)] для 

полноразмерной (l=0) квадратной (=1) пластинки при 
действии постоянной равномерно-распределенной по-
перечной нагрузки для показателя пористости Г=0,4

 
и 

трех типов пористости (ПМ 1, ПМ 2, ПМ 3), а также 

поверхности w(x,y), (x,y), цвет кривых соответствует 
типам пористости, изображенным на рис. 5. Сплош-
ные линии – решения получены без учета влажности 
пластинки (C0=0), пунктирные – для пластин с влаж-
ностью (C0=6). 

 

 
а б 

Рис. 5.  Зависимость q[w(0,5;0,5)] квадратной (=1) полноразмерной (l=0) пластинки с учетом влажности C0=6 и 

без учета C0=0 , Г=0,4 для граничных условий: а) (10); б) (11) 

Fig. 5.  Dependence q[w(0,5;0,5)] of the square (=1) full-size (l=0) plate with C0=6 and without C0=0 moisture, for 

boundary conditions: a) (10); b) (11) 
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Из результатов, представленных на рис. 5 и в 
табл. 3, можно сделать вывод, что пластины с типом 
пористости ПМ 2 имеют наибольшую несущую спо-
собность по сравнению с двумя другими типами по-
ристости, причем наименьшую несущую способность 
имеет пластина с пористостью ПМ 1 для граничных 
условий (9)–(12). Учет влажности (C0=6) при расчете 
гибких полноразмерных пористых (ПМ 1, ПМ 2, 
ПМ 3) пластинок приводит к уменьшению их несу-
щей способности для всех рассматриваемых краевых 
условий (9)–(12). Следует также отметить, что влаж-
ность изменяет напряженно-деформируемое состоя-
ние пластинки даже при отсутствии поперечной 
нагрузки, на что указывают зависимости q[w(0,5;0,5)], 
приведенные на рис. 4 и в табл. 3.  

Исследуем влияние размерно зависимого пара-

метра (l=0,4) и влажности C(x,y)=C0sin(x)sin(y) на 
напряженно-деформируемое состояние пористых ме-
таллических нанопластин для двух типов пористости 
(ПМ 1, ПМ 2). На рис. 6 представлены зависимости 

q[w(0,5;0,5)] для квадратной (=1) металлической 
нанопластины (l=0,4) при действии равномерно рас-
пределенной поперечной нагрузки для граничных 
условий (9), (11). Сплошные линии – решения полу-
чены без учета влажности пластинки (C0=0), пунк-
тирные – для пластин с влажностью (C0=6). Условные 

обозначения типа пористости эпюр w(x,y), (x,y) при-
ведены на рис. 6 для Г=0,4. 

 

 
     а        б 

Рис. 6.  Зависимость q[w(0,5;0,5)] квадратной (=1) нанопластинки (l=0,4) с учетом влажности C0=6 и без учета 

C0=0, Г=0,4 для граничных условий: а) (10); б) (11) 

Fig. 6.  Dependence q[w(0,5;0,5)] of the square (=1) nanoplate (l=0,4) with C0=6 and without C0=0 moisture, for 

boundary conditions: a) (10); b) (11) 

В табл. 3 представлены прогибы в центре пластины 
w(0,5;0,5) и различия в прогибах полноразмерной и 

нанопластины 0 н

2

0

( )
100 %,

l l

l


    где l0=w(0,5;0,5) – 

прогибы полноразмерной пластины (при l=0); 
lн=w(0,5;0,5) – прогибы нанопластины (при l=0,4), 

различия в прогибах 2 в табл. 3 выделены синим 
цветом. 

Анализ полученных результатов (рис. 5, 6), в ко-
торых представлена зависимость прогиба w(0,5;0,5) 
от равномерно распределенной нагрузки q и прогибов 
в центре пластины w(0,5;0,5) при q=0

 
и q=60, l=0;0,4

 
(табл. 3), позволяет сделать вывод, что учет нанопа-
раметра l=0,4 для трех типов пористости (ПМ 1, ПМ 2, 

ПМ 3) при расчёте металлических пористых нанопла-
стин существенно влияет на напряженно-
деформированное состояние пластинок и различия в 

прогибах полноразмерной и нанопластины 2 составля-
ет более 55 % при нагрузке q=60

 
для всех рассматривае-

мых типов пористости и граничных условий (9)–(12), 
причём тип пористости также оказывает серьёзное вли-
яние на напряжено-деформированное состояние пла-
стин: для нанопластин при l=0,4 различие между типами 
пор ПМ 1 и ПМ 2 составляет менее 20 % для нанопла-
стин при q=0

 
и более 40 % для полноразмерных пластин. 

Влажность изменяет напряженно-деформируемое со-
стояние как полноразмерных, так и нанопластин даже 
при отсутствии поперечной нагрузки. 
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Таблица 3.  Прогибы w(0,5;0,5) пористых квадратных (=1) пластин с учетом влажности (C0=6), граничные усло-
вия (9)–(12) при Г=0,4 

Table 3.  Deflections w(0,5;0,5) of porous square (=1) plates considering moisture (C0=6), boundary conditions (9)–(12) 

at Г=0,4 

Граничные условия 

Boundary conditions 

w(0,5;0,5) 

q 
ПМ 1 ПМ 2 ПМ 3 

l=0 l=0,4 2, % l=0 l=0,4 2, % l=0 l=0,4 2, % 

(9) 

0 

0,1304 0,0779 40,26  0,0819 0,0665 18,80 0,1201 0,0752 37,39  

(10) 0,1331 0,0779 41,47  0,0824 0,0665 19,30 0,1212 0,0753 37,87  

(11) 0,0519 0,0279 46,24  0,0332 0,0238 28,31 0,0438 0,0269 38,58  

(12) 0,0517 0,0278 46,23  0,0331 0,0237 28,40 0,0437 0,0268 38,67  

(9) 

60 

1,6617 0,6829 58,90  1,5992 0,6570 58,92 1,6416 0,7133 56,55  

(10) 1,7905 0,6632 62,96  1,5754 0,6337 59,78 1,7195 0,6690 61,09  

(11) 1,4391 0,4498 68,74  1,2151 0,4284 64,74 1,3578 0,4541 66,56  

(12) 1,2093 0,4445 63,24  1,0707 0,4240 60,40 1,1631 0,4485 61,44  

 
Исследуем напряженно-деформируемое состояние 

квадратных =1 нанопластин, описываемых системой 
нелинейных дифференциальных уравнений (8), при 
действии равномерно распределённой поперечной 

нагрузки q=50 с влажностью C(x,y)=C0sin(x)sin(y) 
для пластинок, изготовленных из пористых материа-
лов ПМ 1, для граничных условий (9). Построены за-
висимости величины прогиба в центре пластины 
w(0,5;0,5) от показателя пористости Г (рис. 7). Реше-
ния получены методом вариационных итераций в 
первом приближении для n=97. Расчеты проводились 
для пористой пластины из алюминия для безразмер-

ных параметров (13) 1,mE  m=0,3, m=0,44, =1.  

 

 
Рис. 7.  Зависимость прогиба в центре пластинки 

w(0,5;0,5) от параметра Г  для граничных 

условий (9) для пористой структуры ПМ 1 при 

действии равномерно распределённой нагрузки 

q=50 

Fig. 7. Dependence of deflection in the center of the plate 

w(0,5;0,5) on the parameter for boundary conditions 

(9) for porous structure PM 1 under the action of 

uniformly distributed load q=50 

Согласно результатам, представленным на рис. 7 
и в табл. 3, можно сделать вывод, что для граничных 
условий (9) увеличение размерно-зависимого нанопа-
раметра существенно увеличивает несущую способ-
ность пористых пластин ПМ 1, так для нанопластины 
при l=0,4 прогиб уменьшается более чем на 35 % от-
носительно полноразмерной пластины l=0. Показа-
тель пористости, отвечающий за объём пор в матери-
але, также влияет на несущую способность пластин. 
При увеличении показателя пористости от Г=0 (от-

сутствие пор) до Г=0,4 величина прогиба возрастает 
на 6,4 % для пластины с пористостью ПМ 1. Стоит 
отметить, что таким образом пластины ПМ 2 имеют 
наибольшую несущую способность, а пластины ПМ 1 
наименьшую. Воздействие влажности также увеличи-
вает прогиб пластин. Для распределения влажности 

C(x,y)=C0sin(x)sin(y) прогиб при C0=6 больше про-
гиба при C0=0 на 2,6 % при действии равномерно 
распределённой нагрузки q=50.  

Построим зависимости величины усилий 
2

2x

F
N

x





 в центре пластины Nx(0,5;0,5) от показате-

ля пористости Г  при действии равномерно распре-
делённой поперечной нагрузки q=50 и распределении 

влажности C(x,y)=C0sin(x)sin(y) (рис. 8). Решения 
уравнений (8) получены методом вариационных ите-
раций в первом приближении для n=49 для гранич-
ных условий (11). Расчеты проводились для пористой 

пластины из алюминия 1,mE  m=0,3, =1.  

 

 
Рис. 8. Зависимость усилий в центре пластинки 

Nx(0,5;0,5) от параметра Г для граничных усло-

вий (9) для пористой структуры ПМ 1 при дей-

ствии равномерно распределённой нагрузки q=50 

Fig. 8. Force dependence in the center of the plate 

Nx(0,5;0,5) from the parameter Г for boundary 

conditions (9) for porous PM 1 structure under the 

action of uniformly distributed load q=50 

Из анализа результатов, представленных на рис. 8, 
сделан вывод, что увеличение размерно-зависимого 
нанопараметра от l=0 до l=0,4 приводит к уменьше-
нию усилий Nx(0,5;0,5) на 51–54 %. Увеличение пара-
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метра C0 от C0=0 до C0=6 при распределением влаж-

ности C(x,y)=C0sin(x)sin(y) приводи к увеличению 
усилий в центре Nx(0,5;0,5) на 5 % при действии рав-
номерно распределённой нагрузки q=50. При увели-
чении показателя пористости от Г=0 до Г=0,4 велии-
чина усилий в центре Nx(0,5;0,5) возрастает на 5 % 
для пластин с пористостью ПМ 1 . 

Заключение 

Пористые углеродные металлические полнораз-
мерные и нанопластинки широко применяются в раз-
личных отраслях современной техники, они являются 
составными элементами приборов (в частности, по-
ристых металлических фильтров) в нефтегазодобы-
вающей отрасли и других отраслях промышленности. 
Применение таких материалов позволяет значительно 
сократить стоимость обустройства добывающих 
скважин, когда нужно осуществлять очистку приза-
бойной зоны продуктивного пласта от твердых фрак-
ций, что сокращает срок службы и безаварийный пе-
риод службы электроцентробежных насосов, а также 
позволяет снизить сроки очистки ствола скважины в 
призабойной зоне и вывода скважин на проектные 
уровни добычи углеводородов.  

Для этого в работе обоснована необходимость по-
строения модели, которая бы давала возможность 
учесть различные, в том числе агрессивные, факторы 
среды. Целью работы является создание новой моде-
ли и эффективных методов расчёта напряженно-
деформированного состояния пористых металличе-
ских полноразмерных и нанопластин с учетом влаж-
ности.  
1. Для решения исходных нелинейных дифференци-

альных уравнений в частных производных разра-
ботано несколько алгоритмов, основанных на ме-
тодах BGM, FDM, VIM. Проведен сравнительный 
анализ решений, полученных данными методами. 
Достоверность и эффективность разработанных 
методов подтверждается в частном случае сопо-
ставлением с известными результатами [31]. По-
лученные результаты дают возможность утвер-
ждать, что наиболее эффективным методом ис-
следования гибких пористых металлических 

нанопластин является метод вариационных итера-
ций – расширенный метод Канторовича. 

2. Учет влажности при расчете гибких металличе-
ских пористых полноразмерных и нанопластинок 
приводит к уменьшению несущей способности 
пластинок при действии поперечной равномерно-
распределенной нагрузки. Несущая способность 
пористых нанопластин с учетом влажности 
уменьшается для всех рассматриваемых в работе 
типов пористости. При этом учет влажности при-
водит к появлению начальных деформаций, даже 
при отсутствии нагрузки. Это демонстрируется на 
графиках q[w(0,5;0,5)], приведенных на рис. 5, 6 и 
в табл. 3, как для полноразмерных (l=0) , так и для 
нанопластин (l=0,4). 

3. Учет нанопараметра 0<l≤0,4 увеличивает несу-
щую способность пористых металлических нано-
пластин вне зависимости от краевых условий. 

4. Тип пористости существенно влияет на несущую 
способность металлических пористых полнораз-
мерных и нанопластинок с учетом или без учета 
влажности. Наибольшей несущий способностью 
обладают пластинки с максимальным распределе-
нием пор в центре пластины – тип пор ПМ 2. 
Наименьшей несущей способностью обладают 
пластинки с равномерным распределением пор – 
тип пористости ПМ 1. Различия между прогибами 
в центре для пластин с типами ПМ 2 и ПМ 1 более 
30 %. 

5. Величина показателя пористости Г в (1)–(3) влия-
ет на несущую способность металлических гибких 
полноразмерных и нанопластин, увеличение пока-
зателя пористости от Г=0 до Г=0,4 приводит к 
увеличению прогиба от 1,8 до 6 % для граничных 
условий (9). 
Результаты данной работы могут применяться для 

решения широкого спектра задач  в областях биоин-
женерной, аэрокосмической, электронной, транс-
портной, атомной энергетики, медицине, металлургии 
и машиностроении. 

Исследование выполнено за счет гранта Российского науч-
ного фонда № 22-11-00160, https://rscf.ru/project/22-11-00160. 
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The relevance.  The study of stress-strain behaviour and bearing capacity of porous metallic nanoplates, especially under extreme condi-
tions and taking into account large deformations, is of great importance. These structures have a wide range of practical applications, for 
example, to clean solid fractions in wells during their setting up and to ensure fluid flow during operation. In addition, porous metal filters in 
the form of plates can serve as effective filters for removing solids from production wellbores, especially in the bottomhole zone. The versa-
tility of these materials extends to various industries including aerospace, medical and instrumentation, indicating their potential to solve 
critical problems and advance technologies in various fields. 
The main aim of the research is to develop a new model of porous nanoplates, taking into account moisture, which would describe the re-
al work of the studied objects in the oil and gas industry and other industries; to construct the efficient and fast methods for studying porous 
metallic nanoplates. 
Methods: variational iterations method, an extended Kantorovich method, which has high accuracy of solution of nonlinear problems and 
fast performance. The correctness of application of this method is conditioned by the proof of its convergence theorems belonging to the 
authors. In addition, the obtained solutions are compared with the solutions obtained by the Bubnov–Galerkin method in higher approxima-
tions and by the finite difference method of the second order of accuracy, as well as with the solutions obtained by other authors. 
Results. A model of porous flexible nanoplates is constructed taking into account moisture. Nano effects are described by the modified 
moment theory of elasticity. The method of variational iterations is further developed for the study of the stress-strain state of porous metal-
lic nanoplates at large deflections. The paper analyzes the types of material porosity, size-dependent nano parameter, moisture distribution, 
porosity index and boundary conditions on the bearing capacity of porous metal plates. The type of porous material with the highest bear-
ing capacity is identified. 

 
Key words:  
Porous metal nanoplates, purification from solid fractions during well development and operation, types of porosity,  
effects of moisture, modified moment elasticity theory, method of variational iterations. 
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