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Актуальность работы обусловлена необходимостью обеспечения работоспособности редукторов для поршневых насосов в 
суровых условиях эксплуатации при добычи высоковязкой нефти из малодебитных нефтяных скважин. Возможность повы-
шения нагрузочной способности обычного эвольвентного зацепления за счет его рациональной геометрии, применения каче-
ственных материалов и термообработки не безграничны. Поэтому проблема создания новых видов механических передач и 
систем зацеплений является особо актуальной. 
Цель: определить зависимость продолжительности сопряжения зубьев от рабочего профиля зуба волнового торцевого ки-
нематического редуктора за один цикл прецессии 𝜑. 

Объекты: волновой торцевой кинематический редуктор как составная часть поршневых скважинных насосов в суровых 
условиях эксплуатации для добычи высоковязкой нефти из малодебитных скважин.  
Методы: методы матричной и векторной алгебры, численные методы решения систем нелинейных уравнений, теория ме-
ханизмов и машин и основная теория пространственных передач зацеплением. 
Результаты. Рассмотрена проблема создания волнового торцевого кинематического редуктора с многопарным зацеплени-
ем. Синтез многопарного зацепления для волнового торцевого кинематического редуктора, обеспечивающего постоянство 
передаточной функции, предусматривает: разработку математической модели зацепления с учетом особенностей взаимо-
действия зубьев при пространственно-сферическом движении; описание профиля зубьев системой уравнений на сферическую 
поверхность и на нормальное сечение зубьев для внутреннего зацепления; выявление с помощью программы MathCAD 2010 
Professional математического эксперимента и определение области существования 100%-го многопарного сопряжения зубь-
ев путем сравнения формы их профиля с характером аналитической функции многопарного зацепления.  

 

Ключевые слова: 
Нефть, волновой торцевой кинематический редуктор, поршневой насос,  
передаточное отношение, многопарное зацепление, длина рабочего профиля. 

 

Введение 

Добыча тяжелой нефти – развивающаяся техноло-
гия добычи тяжелой нефти в промышленных количе-
ствах. Расчетные резервы тяжелой нефти – более 
6 трлн баррелей, в три раза больше обычных нефти и 
газа. Факторы, которые влияют на трудность вклада 
запасов в производство, включают проницаемость, 
пористость, глубину и давление. Плотность и вяз-
кость нефти – основные факторы, которые определя-
ют способ добычи тяжелой нефти [1, 2]. 

Центробежные насосы ограничено применяются в 
работе с высоковязкими жидкостями из-за фрикцион-
ных потерь внутри насоса, которые вызывают сниже-
ние скорости потока, поэтому при добыче высоковяз-
кой нефти применяют поршневые насосы [3]. 

Одной из самых важных частей насосного обору-
дования является редуктор из-за его прямого воздей-
ствия на улучшение энергетических и массогабарит-
ных показателей насосных агрегатов [4]. 

Анализ современных тенденций совершенствова-
ния систем зацеплений, числовой характеристики и 
требований потребителей к техническому уровню 
выпускаемых редукторов показал целесообразность 

исследования и разработки волновых редукторов с 
новым видом многопарного зацепления [4, 5 и др.]. 

Многопарность зацепления обеспечивает повыше-
ние несущей способности редуктора в целом, улучша-
ет энергетические и массогабаритные показатели, по-
вышает кинематическую точность, снижает уровень 
напряжений в контакте и улучшает геометрические и 
гидродинамические условия смазки взаимодействую-
щих зубьев и др. Поэтому применение волновых ре-
дукторов с многопарным зацеплением в силовых при-
водах машин является весьма эффективным [6]. 

Высокая кинематическая точность волновых ре-
дукторов с выпукло-вогнутым профилем зубьев, их 
компактность и широкий диапазон передаточных 
функций, а также возможность полного устранения 
зазоров в зацеплении и даже создание некоторого 
преднатяга делают выгодным их применение в меха-
низмах, используемых в добывающей промышленно-
сти, исполнительных приводах промышленных робо-
тов и манипуляторов, в металлорежущих станках, и 
других механизмах, требующих высокой точности 
позиционирования рабочих органов [7, 8]. 

Специфика пространственно-сферического дви-
жения шестерни волнового торцевого кинематиче-
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ского редуктора позволяет решать одну из основных 
проблем герметизации – передавать движение в абсо-
лютно герметизированное пространство через 
сплошную непроницаемую стенку, что открывает 
широкие перспективы его применения в вакуумной 
технике, нефтехимической и атомной промышленно-
сти, космической и авиационной областях [9, 10]. 

Рассматривается кинематика взаимодействия 
зубьев и особенности преобразования движения, из-
лагаются требования и условия существования мно-
гопарного зацепления, даются рекомендации по вы-
бору профиля зубьев и его параметров [11, 12]. Это 
позволит конструкторам правильно подобрать пара-
метры зацепления в зависимости от конкретного 
назначения проектируемого редуктора [13]. 

На рис. 1 представлена принципиальная схема 
волнового торцевого кинематического редуктора, со-
стоящего из пяти  элементов: входного вала (генера-
тора волн) – 1, выполненного в виде кривошипного 
валика, блока шестерен – 3, состоящей из двух кони-
ческих колес внутреннего зацепления, которые сво-
бодно вращаются на входном вале, неподвижного ко-
нического колеса – 2 с наружным зацеплением и по-
движного конического колеса – 4, жестко связанного 
с выходным валом – 5. Левый зубчатый конический 
венец (z2) блока шестерен – 3 находится в зацеплении 
с неподвижным коническим колесом – 2, а правый 
зубчатый конический венец (z3) – с подвижным кони-
ческим колесом – 4 [14]. 

 

 
Рис. 1.  Структурная схема волнового торцевого кине-

матического редуктора  
Fig. 1.  Structural scheme of the wave face kinematic reducer  

 Количество зубьев неподвижного колеса и зубьев 
сопряженного с ним блока шестерен равны (z1=z2±1), 
а число зубьев (z3) блока шестерен – 3 и подвижного 
колеса – 4 (z4) совпадает. В рассматриваемом редук-
торе делительные конусы неподвижного колеса – 2, 
блока шестерен – 3 и подвижного колеса – 4 имеют 
общую вершину, расположенную в точке O и лежа-
щую на оси редуктора [15]. 

При вращении входного вала – 1 блок шестерен – 3 
совершает сферическое движение относительно точ-
ки O посредством обкатывания зубьями венца z2 
зубья z1 неподвижного колеса – 2; одновременно вхо-
дят в зацепление и зубья венца z3 с зубьями колеса z4. 

Благодаря этому блок шестерен – 3 передает враще-
ние зубчатому колесу – 4, жестко соединенному с вы-
ходным валом – 5 [16].  

Как известно [17, 18], тело, которое совершает 
сферическое движение, имеет три степени свободы. 
Следовательно, положение такого тела может быть 
определено тремя параметрами относительно непо-
движной системы координат OXYZ. В теоретической 
механике [18], как правило, положение тела, совер-
шающего сферическое движение, определяют при 
помощи углов Эйлера. Для этого свяжем жестко си-
стему координат OX1Y1Z1 с шестерней (рис. 2). 

 

 
Рис. 2.  Описание сферического движения шестерни вол-

нового торцевого кинематического редуктора 

Fig. 2.  Description of the spherical movement of the gear of 

the wave face kinematic reducer  

Применительно к волновому торцевому кинема-
тическому редуктору угол ψ – это угол прецессии 
(угол поворота ведущего вала), угол θ – угол нутации 
(угол наклона кривошипного участка ведущего вала к 
оси ведомого вала), φ – угол собственного вращения 
шестерни вокруг собственной геометрической оси. 

Отношение между углом прецессии ψ и углом 
собственного вращения φ определяется формулой: 


2
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где Z1, Z2 – числа зубьев сопряженных колес. 
Точка C движется по сферической поверхности 

радиуса R с центром прецессии в точке O (рис. 2). 
Зная траекторию движения центра зуба, находим по-
ложение точки его контакта с зубом колеса, совокуп-
ность семейства которых за цикл прецессии пред-
ставляет собой профиль зубьев этого колеса. Поло-
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Определяем координаты точки контакта зубьев Q, 
совокупность которых представляет собой профиль 
зубьев входного колеса на сфере по формулам (2)–(4). 
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Чтобы представить профиль зубьев колес в нор-
мальном сечении, мы спроектируем со сферы на 
плоскость P1, перпендикулярную зубу (рис. 2). 

Для этого сначала определяем координаты точек 
Q1 и Q2 (рис. 2), соответствующие двум последова-
тельными минимумам кривой профиля на сфере. 

Выберем в плоскости P1 систему координат Q1, 

ось Q1 которой проходит через точку Q2.  
Проекцию профиля зубьев со сферы на плоскости 

P1 находим путем определения координат точек QN 
пересечения с этой плоскостью семейства прямых, 
проходящих через центр прецессии O, и соответ-
ствующих точек профиля зубьев на сфере.  

И после ряда преобразований получаем проекцию 
на плоскость профиля зубьев колеса, определяемую 

декартовыми координатами, через которые перейдем 

от координат XN, YN, ZN к координатам,: 
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Теперь находим параметрические уравнения кри-
вой, которую описывает ось зуба шестерни на плос-
кости P1, т. е. переход от координат XG, YG, ZG к коор-

динатам1,1 осуществляем согласно формулам (6) 
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Зависимость 1 от 1 представляет собой траекто-
рию движения центра зуба шестерни на плоскости P1.  

Зависимость =f() представляет собой огибаю-
щую кривую множества дуг окружностей радиусом R, 
центры которых расположены на траектории движе-

ния точки C, описываемой уравнением 1=f(1). 
Результаты экспериментов. Графическое постро-

ение функций =f() и 1=f(1)  осуществлялось в 

совмещенных координатах 1–1  при значениях 

угла прецессии 0≤≤2 , т. е. при одном обороте ве-
дущего вала. При этих значениях ψ уравнениями (5) 
описывается профиль одного зуба колеса. 

В программе MathCAD 2010 Professional был со-
здан широкий спектр модифицированных профилей 
зубов с различными геометрическими параметрами 
(рис. 3, а, б).  

О многопарности зацепления можно судить по 

графикам функций 𝜆1 = 𝑓(𝜏1) и 𝜆 = 𝑓(𝜏) (рис. 3, а), 
представляющих соответственно проекцию траекто-
рии движения центра С зуба шестерни и профиля зу-

ба колеса на плоскости 𝑃1  (рис. 2). Каждому значе-

нию функции 𝜆1 = 𝑓(𝜏1) соответствует определенная 
точка на графике функции 𝜆 = 𝑓(𝜏) , являющаяся 
точкой контакта взаимодействующих зубьев. Поло-
жение любой точки контакта на графике 𝜆 = 𝑓(𝜏) 
определяется углом прецессии 𝜓. 

Исходные условия получения функции 𝜆 = 𝑓(𝜏) 
обеспечивают следующее взаимодействие зубьев: зуб 
шестерни с центром, расположенным в точке C, кон-
тактирует с профилем зуба колеса в точке Q. 

При этом множество окружностей (рис. 3, а) с 
центрами, которые расположены на участках 

�́�
1

�́�, �́��́�, �́�𝐷 и́  �́��́�
2

 траектории движения центра С 

зуба, огибается кривыми 𝑄
1

𝐴, 𝐴𝐵, 𝐵𝐷 и 𝐷𝑄
2

. Видно, 

что кривы 𝑄
1

𝐴 и 𝑄
2

𝐷  пересекаются в очке 𝑄
𝑁

. Это 

доказывает, что взаимодействие зубьев блока шесте-

рен и колеса по ломаной кривой 𝑄
1

𝑄
𝑁

𝑄
2
 представля-

ет собой профиль зуба колеса. На участке 𝑄
𝑁

𝐴𝐵𝐷𝑄
𝑁

 

взаимодействие зубьев отсутствует [19]. По размерам 

фигуры 𝑄
𝑁

𝐴𝐵𝐷𝑄
𝑁

 можно судить о многопарности 

зацепления, так как продолжительность взаимодей-
ствия зубьев определяет многопарность зацепления, т. 
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е. размер фигуры 𝑄
𝑁

𝐴𝐵𝐷𝑄
𝑁

 – это периметр, который 

характеризует продолжительность отсутствия кон-
такта. Чем больше размеры этой фигуры, тем меньше 
многопарность зацепления, и на оборот. При отсут-

ствии этой фигуры многопарность зацепления со-
ставляет 𝜀 = 100 % , так как зубья взаимодействуют 
между собой непрерывно (рис. 3, б).  

 

 

 
Рис. 3.  Взаимодействие зубьев за один прецессионный цикл при многопарности зацеплении при: А) Z1=29, Z2=30, 

D=150 mm, r=4 mm, ,=2,5, =0, <100 %; Б) Z1=29, Z2=30, D=150 mm, r=4 mm, ,=2,5, =30, <100 %  

Fig. 3.  Teeth interaction for one precession cycle at a multiple-tooth contact at: А) Z1=29, Z2=30, D=150 mm, r=4 mm, 

=2,5, =0, <100 %; Б) Z1=29, Z2=30, D=150 mm, r=4 mm, ,=2,5, =30, <100 % 

Многопарность зацепления волнового торцевого 
кинематического редуктора определяется продолжи-
тельностью сопряжения зубьев за один цикл прецес-

сии 0 < 𝜑 <
𝑍1𝜓

𝑍2
 [20, 21]. Из рис. 3, а видно, что про-

должительность сопряжения зубьев зависит от формы 
их рабочего профиля [22]. 

Для определения рабочего профиля зуба 𝑄
1

𝑄
𝑛
 

(рис. 3) на MathCAD 2010 Professional исследована 

зависимость 𝜏 = 𝜏(𝜑) в интервале 0 < 𝜑 <
𝑍1𝜓

𝑍2
, т. е. 

за один цикл. 
Поскольку продолжительность контакта зубьев, а 

следовательно, и многопарность зацепления зависят 
от формы профиля зубьев [23], для исследования бы-
ли приняты функции 𝜏 = 𝜏(𝜑) характерных профилей: 

а) с наличием у вершины фигуры 𝑄
𝑁

𝐴𝐵𝐷𝑄
𝑁

 заостре-

ния (рис. 3, А), б) с закругленной вершиной (рис. 3, Б). 
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Рис. 4.  Определение многопарности зацепления при: А) Z1=29, Z2=30, D=150 mm, r=4 mm,=2,5, =0; Б) Z1=29, 

Z2=30, D=150 mm, r=4 mm, =2,5, =30; В) Z1=29, Z2=30, D=150 mm, r=4 mm, ,=2,5, =22,5; Г) Z1=22, 

Z2=21, D=150 mm, r=4 mm, ,=2,5, =22,5  
Fig. 4.  Definition of multiple-tooth contact at: А) Z1=29, Z2=30, D=150 mm, r=4 mm,=2,5, =0; Б) Z1=29, Z2=30, 

D=150 mm, r=4 mm, =2,5, =30; В) Z1=29, Z2=30, D=150 mm, r=4 mm, ,=2,5, =22,5; Г) Z1=22, Z2=21, 

D=150 mm, r=4 mm, ,=2,5, =22,5 
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Анализ функции 𝜏 = 𝜏(𝜑) показывает также, что 
уравнение  

𝜏 [(
𝑍2

𝑍1
) 𝜓 − 𝜏(

𝑍2

𝑍1
)𝜋] = 0  ,   (7) 

определяющее продолжительность рабочего профиля, 
имеет три корня: 

𝜑
𝑄1𝑁

, 𝜑 =  (
𝑍2

𝑍1

) 𝜋 и 𝜑
𝑄2𝑁

. 

Рабочий профиль зубьев существует на участке 

𝑄𝑄𝑛 графика функции 𝜏 = 𝜏(𝜑), т. е. при 0 < 𝜑 < 𝜑𝑄1𝑁
 

определяется из условия 

𝜏(𝜑) −  𝜏 [(
𝑍2

𝑍1
)𝜋] < 0.   (8) 

Исходя из вышеизложенного, многопарность за-
цепления (в %) определяется по формуле 

𝜀 =
𝜑𝑄1𝑁

𝜑𝐵
 100 %,   (9) 

где 𝜑
𝑄1𝑁

– наименьший корень уравнения (7). 

По формулам (7)–(9) была составлена зависимость 
𝜏 = 𝜏(𝜑) в программе MathCAD 2010 Professional за 
один цикл. 

Из рис. 4, а, в, г видно, что функция 𝜏 = 𝜏(𝜑) иммет 
два экстремума – A и D, соответствующие точкам A и D 
функции 𝜆 = 𝑓(𝜏), а функция на рис. 4, б непрерывно 

растет. Непрерывный рост функции 𝜏 = 𝜏(𝜑) свидетель-
ствует о том, что многопарность зацепления 𝜀 = 100 % , 
а наличие экстремумов – о прерывистом контакта 
зубьев, т. е. многопарность 𝜀 < 100 %. 

Заключение 

Таким образом, разработан волновой торцевой ки-
нематический редуктор с многопарным зацеплением 
для поршневых насосов, пользующихся при добыче 
высоковязкой нефти. Чтобы обеспечить многопарное 
зацепление, необходимо учитывать влияние каждого 
из параметров – δ, θ и Z – на форму рабочего профиля 
зуба. При изменении одного из этих параметров ра-
бочий профиль зуба меняется, следовательно, меня-
ется продолжительность сопряжения зубьев за один 
цикл прецессии [9, 24]. 

Установлено, что продолжительность взаимодей-
ствия зубьев определяет многопарность зацепления, о 
которой можно судить по размерам фигуры 

𝑄
𝑁

𝐴𝐵𝐷𝑄
𝑁

, периметр которой характеризует продол-

жительность отсутствия контакта [19, 25]. Чем боль-
ше размеры этой фигуры, тем меньше многопарность 
зацепления, и на оборот. При отсутствии этой фигуры 
многопарность зацепления составляет ε=100 %, т. е. 
зубья взаимодействуют между собой непрерывно. 
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The relevance of the research is caused by the need of ensuring the efficiency of gear reducers for piston pumps in the harsh 
operating conditions for high-viscosity oil extraction from low production wells. The possibility of increasing the load capacity of the usual 
involute engagement due to its rational geometry, the use of high-quality materials and heat treatment is not limitless. Therefore, the 
problem of creating new types of mechanical gears and engagement systems is particularly relevant. 
The main aim of the research is to determine the dependence of the duration of mating teeth on the working tooth profile of the wave face 
kinematic reducer for one cycle of precession φ. 
Objects: the wave face kinematic reducer as a part of piston pumps in the harsh operating conditions during the extraction of high-
viscosity oil from low production wells. 
Methods: methods of matrix and vector algebra, numerical techniques of the nonlinear equations, theory of mechanisms and machines, 
the main theory of spatial gear. 
Results. The paper considers the problem of creating a wave face kinematical reducer with multiple-tooth contact. The synthesis of multi-
pair gearing for a wave face kinematical reducer, which ensures the constancy of transfer function, provides for: development of a 
mathematical model of gearing taking into account the peculiarities of the interaction of teeth during special-spherical motion; description of 
the profile of the teeth by a system of equations for a spherical surface and for a normal section of teeth for internal gearing; identification 
via MathCAD 2010 Professional program of a mathematical experiment and determination of the area of existence of 100 % multiple-tooth 
contact of teeth by comparing the shape of their profile with the nature of the analytical function of multiple-tooth contact. 
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Crude oil, wave face kinematic reducer, piston pump, gear ratio, multiple-tooth contact, working profile length. 
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