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Актуальность. Нефтепогружной кабель предназначен для передачи электрической энергии от источника энергии к погруж-
ным электродвигателям установок добычи нефти. Амплитудно-частотная характеристика ненагруженного кабеля отли-
чается резонансными пиками, локализованными в более узкой полосе частот, наличие которых позволяет корректно прове-
сти оптимизацию порядка редуцированной модели кабельной линии на основе критерия минимума ошибки. Основными спосо-
бами математического описания модели нефтепогружного кабеля являются системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений и системы дифференциальных уравнений в частных производных. Первый способ математического описания мо-
дели нефтепогружного кабеля, состоящей из одного элементарного четырехполюсника с продольной активно-индуктивной и 
поперечной активно-емкостной составляющими, позволяет произвести расчёт баланса мощностей и расчёт передачи энер-
гии на первой гармонике, с учетом потерь на омическом (активном) сопротивлении, а также потерь в изоляции кабеля. При-
менение математической модели, состоящей из одного элементарного четырехполюсника, недопустимо для более сложных 
задач, таких как диагностика места повреждения кабеля, идентификация и оценивание параметров погружного двигателя 
на основе наземных измерений, управление переходным процессом погружного двигателя при пуске и других. Второй способ 
математического описания модели нефтепогружного кабеля основывается на «телеграфных» уравнениях в форме системы 
дифференциальных уравнений в частных производных. Основное достоинство такой математической модели заключается в 
повышенной точности анализа специфических режимов, присущих длинным электрическим линиям, таких как прямые и об-
ратные волны, резонансные явления, возникающие при взаимном обмене энергией между электрической и магнитной компо-
нентой электромагнитного поля и т. д. К недостаткам можно отнести технические трудности совмещения математиче-
ской модели кабеля на основе системы дифференциальных уравнений в частных производных и математической модели по-
гружного двигателя на основе системы дифференциальных уравнений в нормальной форме Коши. Также модели длинных 
электрических линий на основе «телеграфных» уравнений на практике крайне сложно реализовать в микроконтроллере для 
использования в системах реального времени, построенных на основе цифровых сигнальных процессов. С точки зрения при-
менения динамических моделей в цифровых системах реального времени, актуальным является переход от математической 
модели кабеля с распределенными параметрами к математической модели кабеля с сосредоточенными параметрами, т. е. к 
четырехполюсникам. В то же время при таком переходе недопустимо применять математическую модель, представленную 
одним звеном, так как возникают неприемлемые несоответствия между работой реального объекта и математической мо-
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делью этого объекта. Это, в свою очередь, не позволяет достоверно отобразить процессы, протекающие в кабеле при пи-
тании от частотного преобразователя. Применение модели с практически бесконечным числом четырехполюсников не яв-
ляется целесообразным, так как расчет такой модели займет большое количество процессорного времени, что недопусти-
мо в системах реального времени и нивелирует преимущества перехода от математической модели с распределенными па-
раметрами. Учитывая сказанное, определение оптимального порядка редуцированной динамической модели ненагруженного 
нефтепогружного кабеля на основе аппроксимации его амплитудно-частотной характеристики является актуальной, науч-
ной и практически значимой задачей.  
Цель: разработка методики определения минимально необходимого и достаточного количества звеньев редуцированной ди-
намической математической модели нефтепогружного кабеля с сосредоточенными параметрами для использования с задан-
ной точностью в переходных и установившихся режимах работы. 
Методы: системы дифференциальных уравнений в нормальной форме Коши, системы дифференциальных уравнений в част-
ных производных, нелинейные алгебраические уравнения, метод Крамера, численные методы, теория четырехполюсников, 
теория длинных линий с распределенными параметрами, метод пространства состояний, методы частотного анализа, 
методы оптимизации.   
Результаты. Получена редуцированная динамическая модель, состоящая из минимально необходимого и достаточного ко-
личества четырехполюсников, позволяющая с заданной точностью провести анализ переходных и установившихся элек-
тромагнитных процессов по длине кабельной линии и при различных формах напряжения на входе. Полученная редуцирован-
ная модель применима для задач идентификации параметров кабеля, диагностики целостности электрических цепей, опре-
деления характера распределения напряжений по длине кабельной линии. Полученная редуцированная динамическая модель 
позволяет оценивать весь спектр динамических режимов работы в отличие от модели прототипа. Разработанная редуци-
рованная динамическая модель погружного кабеля, описанная в обыкновенных дифференциальных уравнениях, представлена в 
удобной форме записи математического описания кабеля как подсистемы электротехнического комплекса установки 
электроцентробежного насоса. 

 
Ключевые слова:  
Длинный кабель, каскадное соединение четырехполюсников, редуцированная модель кабельной линии,  
длинная линия с распределенными параметрами, амплитудно-частотная характеристика, нефтепогружной кабель, УЭЦН. 

 
Введение 

По данным компании «Газпром нефть», 82 % 
нефти в Российской Федерации добывается при по-
мощи погружных электроцентробежных насосов, при 
этом всего 63 % скважин оборудовано подобными 
насосами [1]. Такое соотношение количества добытой 
нефти к количеству скважин говорит о том, что меха-
низированный способ добычи нефти с помощью по-
гружных электроцентробежных насосов является эф-
фективным. Однако в процессе эксплуатации устано-
вок электроцентробежных насосов (УЭЦН) возника-
ют трудно устранимые технические и технологиче-
ские проблемы с погружной частью оборудования 
УЭЦН, такие как: заклинивания и прихваты погруж-
ного электродвигателя (ПЭД), появление асфаль-
тосмолопарафиновых отложений на рабочей части 
насоса, заиливание и запесочивание насоса, что в ко-
нечном итоге приводит к его заклиниванию. 

Одним из перспективных способов борьбы с обо-
значенными проблемами является создание замкну-
той по моменту и угловой скорости системы управле-
ния ПЭД на основе наблюдателей переменных состо-
яний ПЭД [2]. Для создания наблюдателя перемен-
ных состояний ПЭД необходимо составить математи-
ческие модели каждого электротехнического компо-
нента, входящего в силовую электрическую цепь 
УЭЦН, а именно «Преобразователь частоты (ПЧ) – 
синус-фильтр (СФ) – повышающий трансформатор 
(ПТ) – нефтепогружной кабель (НПК) – погружной 
электродвигатель (ПЭД)», затем объединить каждую 
отдельную модель в общую систему.  

Составление и объединение математических мо-
делей каждого из перечисленных элементов влечет за 
собой ряд проблем, решение которых нужно описы-
вать в отдельных статьях. В данной статье представ-

лена методика построения оптимальной редуциро-
ванной Г-образной математической модели нефтепо-
гружного кабеля, которая с заданной точностью 
отобразит процессы, происходящие в математической 
модели с распределенными параметрами. 

Необходимость перехода от математической мо-
дели кабеля с распределенными параметрами, кото-
рая описана уравнениями в частных производных, к 
редуцированной математической модели кабеля с со-
средоточенными параметрами, которая описана си-
стемой обыкновенных дифференциальных уравнений 
(СДУ), обусловлена тем, что в хорошо зарекомендо-
вавших себя существующих системах управления ПЧ 
используются двухфазные математические модели 
оборудования, описанные СДУ. 

При описании нефтепогружного кабеля однозвен-
ной математической моделью возникают неприемле-
мые несоответствия между математической моделью и 
реальным объектом. Применение модели с практиче-
ски бесконечным числом четырехполюсников является 
нецелесообразным, так как расчет такой модели займет 
большое количество процессорного времени. 

Таким образом, оптимизация порядка редуциро-
ванной динамической модели ненагруженного нефте-
погружного кабеля на основе аппроксимации ампли-
тудно-частотной характеристики (АЧХ) является ак-
туальной технической задачей. 

Допущения, принятые при построении динамической 
модели ненагруженного нефтепогружного кабеля 

При построении модели рассмотрен нефтепогруж-
ной кабель марки КПБК температурной группы К1 
(длительно допустимая рабочая температура 90 °С). 
При моделировании были приняты следующие допу-
щения и упрощения: 
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1. В модели рассматривается нефтепогружной ка-
бель круглого сечения, представляющий собой 
однородную длинную линию [3]. 

2. В рассматриваемом диапазоне температур изме-
нение электрофизических свойств материалов ка-
беля пренебрежимо мало и их значения принима-
ются постоянными [4]. 

3. Влияние брони на индуктивность жил кабеля пре-
небрежимо мало и не учитывается [5]. 

4. Геометрические размеры конструктивных элемен-
тов нефтепогружного кабеля и взаимное располо-
жение изолированных токопроводящих жил при-
нимаются постоянными по всей длине [3]. 

5. Вихревые токи в экранах и эффект вытеснения тока 
в основных проводниках (эффект близости) не учи-
тываются в рассматриваемом диапазоне частот [6]. 

6. Стальная броня кабеля заземлена и выполняет 
функцию экрана, в связи с чем магнитное влияние 
колонны насосно-компрессорных труб не учиты-
вается [7]. 

7. Не учитываются потери в металле и эффект 
насыщения [8]. 

8. На характеристики нефтепогружного кабеля не 
влияют электротехнические компоненты, находя-
щиеся в силовом канале УЭЦН [7, 8].  

Аналитическое выражение АЧХ ненагруженного 
нефтепогружного кабеля на основе систем  
дифференциальных уравнений  
с частными производными 

Эффект непрерывного изменения тока и напряже-
ния вдоль линии имеет место вследствие того, что 
линии обладают распределенными продольными и 
поперечными сопротивлениями, ёмкостями и индук-
тивностями (рис. 1). 

На схеме (рис. 1) r0 – погонное активное сопро-
тивление линии (Ом/м); L0 – погонная индуктивность 
линии (Гн/м); g0 – погонная проводимость линии 
(См/м); C0 – погонная ёмкость линии (Ф/м); х – длина 
линии (м). 

 

 
Рис. 1.  Участок кабельной линии с распределенными параметрами с бесконечно малыми элементами длины 

Fig. 1.  Section of a cable line with distributed parameters with infinitesimal length elements 

В результате утечки через поперечные сопротив-
ления и ёмкости токи на соседних участках линии не-
одинаковы. Вследствие этого и падение напряжения 
на соседних поперечных сопротивлениях и ёмкостях, 
разделенных участком dx, тоже отличается. 

В электрических линиях с распределенными пара-
метрами продольные сопротивления образованы ак-
тивными сопротивлениями проводов линии и индук-
тивностями двух противостоящих друг другу участ-
ков линии длиной dx. Поперечные сопротивления со-
стоят из сопротивлений утечки, появляющейся вслед-
ствие несовершенства изоляции между проводами 
линии, и емкостей, образованных противостоящими 
друг другу элементами (участками) линии. 

Таким образом, получаем систему дифференци-
альных уравнений в частных производных (1) 
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Один из возможных методов численного решения 
уравнения в частных производных (1) – это метод 
Лакса–Вендроффа [9], однако авторы предпочли ис-
пользовать метод преобразования Лапласа, позволя-
ющий свести уравнения в частных производных к 

СДУ, более предпочтительной для инженерных рас-
четов. Осуществим преобразование Лапласа по вре-
менной координате t. Введем обозначения 
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 и перепишем систему (1) в виде (2) 
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Продифференцируем первое уравнение (2) по x и 
подставим в него второе, получим дифференциальное 
уравнение второго порядка с постоянными коэффи-
циентами (3) 
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Будем искать решение уравнения (1) в виде 
U(x,p)=A(p)e

γx
. Подставляя искомое решение в (1), полу-

чим характеристическое уравнение относительно λ (4) 
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Продифференцировав (5), из первого уравнения 
системы (2) получим ток 

γ γ

в

( ( ) ( ) )
( , ) .

( )

x xA p e B p e
I x p

Z p

 
   (6) 

В итоге имеем систему для определения констант 
интегрирования A(p) и B(p) (7) 

γ γ

γ γ

в

( , ) ( ) ( ) ;

( ( ) ( ) )
( , ) .

( )

x x

x x

U x p A p e B p e

A p e B p e
I x p

Z p





  

  




 (7) 

На рис. 2 представлена схема для определения 
констант интегрирования, где обозначены источники 
питания E1 и E2 и их сопротивления, соответственно, 
Z1 и Z2. u(0, t), i(0, t) – напряжение и ток в начале ли-
нии при x=0, и u(l,t), i(l,t) – напряжения и ток  в конце 
линии при x=l. 

 

Z2Z1

x=0 x=l

u(0,t)

i(0,t)

u(l,t)

i(l,t)

E2(t)E1(t)

 
Рис. 2.  Схема представления длинной кабельной линии в 

общем случае 

Fig. 2.  Scheme of representation of a long cable line in 

general case 

Запишем краевые условия для определения кон-
стант интегрирования A(p) и B(p) 

1 1

2 1

( ) (0, ) (0, );

( ) ( , ) ( , ).

E p U p Z I p

E p U l p Z I l p

 


 

 

С учетом приведенной схемы для граничных 
условий выполняется соотношение (8), и оно же – в 
матричном виде (9) 

1

2

γ γ2 2

в в

( ) (0, ) ( ) ( );

0 ( , ) ( , )

( ) ( )
1 ( ) 1 ( ) ,

( ) ( )

x x
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
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             

 

(8)
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
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 
                     

 
   

 

(9)

 

Решая матричное уравнение относительно A(p) и 
B(p), получаем (10) 

1

1

γ γ2 2

в в

γ

2 в 1

2 в

γ

2 в 1

2 в

( )

( )

1 1
( )

( ) ( )
1 1 0
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( ( ) ( )) ( )

2( ( ) ch(γ ) ( ) sh(γ ))

( ( ) ( )) ( )

2( ( ) ch(γ ) ( ) sh(γ ))

x x

x

x

A p

B p

E p
Z p Z p

e e
Z p Z p

Z p Z p e E p

Z p x Z p x

Z p Z p e E p

Z p x Z p x









 
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 
                     

   
   

   


   

.





   

(10) 

Запишем окончательное решение для напряжения 
в произвольной точке (11) 

   2 в

1

2 в

( , )

( ) ch(γ ) ( ) sh(γ )
( ).

( ) ch(γ ) ( ) sh(γ )

U x p

Z p l x Z p l x
E p

Z p l Z p l



    
 

  
(11)

 

Чтобы найти передаточную функцию W(p), нужно 
выходную величину U(l,p), x=l, разделить на входную 
E1(p)=U(0,p), x=0 (12) 

2

2 в

( )( , )
( ) .

(0, ) ( ) ch(γ ) ( ) sh(γ )

Z pU l p
W p

U p Z p l Z p l
 

  
  (12) 

На рис. 3 показан случай, когда входной источник 
напряжения не имеет сопротивления (идеальный) 
Z1=0, а на выходе линии нет источника напряжения 
E2(p)=U(x, p), и выполняется условие холостого хода 
Z2=∞. 

 

x=0 x=l

I(0,p) I(l,p)

U(l,p)E1(p)=U(0,p)

 
Рис. 3.  Схема длинной кабельной линии в операторной 

форме в ненагруженном режиме 

Fig. 3.  Scheme of a long cable line in operator form in non-

loaded mode 

Если в выражении (12) устремить Z2 к бесконечно-
сти, то можно получить (13) 

2

( , ) 1
( ) lim .

(0, ) ch(γ( ) )Z

U l p
W p

U p p l
               (13) 

Чтобы получить выражение АЧХ, необходимо 

вместо p подставить j

1
(ω, ) ( ω) .

ch(γ( ω) )
A l W j

j l
   

После составления уравнения АЧХ (14) построим 
графически АЧХ линии с распределенными парамет-
рами. В качестве тестового образца выбран кабель 
КПБК-90 3×16 как один из распространённых кабе-
лей для питания погружных электродвигателей. 
В уравнение (14) подставим значения электрических 
параметров КПБК-90 3×16, полученных методами, 
приведенными в [10] (табл. 1). 
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Таблица 1.  Параметры нефтепогружного кабеля 
КПБК-90 3×16 [10] 

Table 1.  Parameters of the oil submersible cable KPBK-90 
3×16 [10] 

Погонная  

ёмкость, 

C0, Ф/км 
Linear 

capacity, C0, 

F/km 

Погонная  

индуктивность,  

L0, Гн/км 
Linear 

inductance, L0, 

H/km 

Погонное  
сопротивление,  

r0, Ом/км 

Linear resistance, 
r0, Ω/km 

Погонная  

проводимость,  

g0, См/км 
Linear 

conductivity, g0, 

Ω–1/km 

2,125∙10–7 300,676∙10–6 0,963 10–6 

 

А
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д
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. 

 

              Круговая частота, ω, рад/с ×10
5 

Рис. 4.  Амплитудно-частотная характеристика нена-

груженной кабельной линии с распределенными 

параметрами для кабеля КПБК-90 3×16 

Fig. 4.  Frequency response of an unloaded cable line with 

distributed parameters for cable KPBK-90 3×16  

На рис. 4 построена АЧХ идеальной линии с сосре-
доточенными параметрами при длине линии l=1 км. 
Точка первого резонанса наблюдается на частоте 
1,965∙10

5
 рад/с, с увеличением амплитуды входного 

сигнала в 78,12 раза. Точка первого антирезонанса 
наблюдается при частоте 3,986∙10

5
 рад/с, амплитуда не 

увеличивается. В дальнейшем данная АЧХ будет яв-
ляться эталонной и будет рассматриваться в диапазоне 
круговых частот от 0 до 3∙10

5
 рад/с в характерном для 

станций управления УЭЦН диапазоне эксплуатации. 
Отметим, что полученная АЧХ является эталонной 
только для кабеля КПБК-90 3×16, для других типов 
нефтепогружного кабеля резонанс и антирезонанс 
АЧХ будет наблюдаться в других точках.  

Аналитическое выражение АЧХ ненагруженного 
нефтепогружного кабеля на основе математической 
модели, представленной в форме n-каскадно соеди-
ненных четырехполюсников 

На практике для исследования электромагнитных 
процессов, происходящих в НПК, используют мате-
матическую модель линии с сосредоточенными пара-
метрами [3, 5, 11–18]. Переход от дифференциальных 
уравнений в частных производных с распределенны-
ми параметрами к дифференциальным уравнениям с 
сосредоточенными параметрами можно осуществить 
на основе каскадной схемы замещения [11–20]. 

Фрагмент каскадной схемы замещения представлен 
на рис. 5, когда схема состоит из одного звена n=1. 

 
Рис. 5.  Схема замещения ненагруженного нефтепогруж-

ного кабеля, состоящая из одного элементарного 

звена с сосредоточенными параметрами 

Fig. 5.  Equivalent circuit of an unloaded oil submersible 

cable consisting of one elementary link with lumped 

parameters 

На схеме (рис. 5) n – количество звеньев; r, L, C, g – 
сопротивления токоведущих жил, индуктивность то-
коведущих жил, эквивалентная ёмкость фазы относи-
тельно двух других фаз и брони, проводимость изо-
ляции соответственно. 

При переходе к описанию кабеля системой диф-
ференциальных уравнений возникает вопрос, 
насколько каскадная модель близка по точности к 
идеальной. Очевидно, что близость каскадной и иде-
альной моделей определяется количеством звеньев в 
схеме замещения. 

При n=1 каскадная схема замещения описывается 
системой дифференциальных уравнений (15) 

   
 

 

 
 

 

1

вх 1 вых

вых

1 вых

;

.

di t
u t i t r L u t

dt

du t
i t C g u t

dt


    


    
  

(15)

 

Поскольку дальнейшие выкладки подразумевают 
использование переходных процессов, для аналити-
ческого описания отклика исследуемой модели удоб-
но использовать операторный метод. Произведя пре-
образование Лапласа системы уравнений (15), полу-
чим систему уравнений (16) 

       
     

вх 1 1 вых

1 вых вых

;

.

U p r I p p L I p U p

I p p C U p g U p

      


        
(16) 

Перепишем уравнения в более удобном, матрич-
ном, виде, связывающем входные и выходные вели-
чины (17, 18) 

       
       

1 вых вх

1 вых

;

1 0;

r L p I p U p U p

I p C p g U p

     


     

      
(17)

 

 
 
 

 1 вх

вых

1
.

1 0

r L p I p U p

C p g U p

      
         

(18) 

Передаточную функцию, содержащую в себе ин-
формацию о спектре устройства, связывающего вход-
ные и выходные величины, можно получить как отно-
шение изображений выходной и входной величин (19) 

 
 
 

вых

вх

,
U p

W p
U p

    (19) 

r/n L/n

g/n C/n

i2

i1C

i1

i1guвх(t) uвых(t)
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здесь Uвых(p) – изображение выходного напряжения 
каскадной модели; Uвх(p) – изображение входного 
напряжения каскадной модели. 

Приведем необходимые преобразования с исполь-
зованием метода Крамера для более детального ана-
лиза передаточной функции (20) 

 
 

 
 

 
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вых

вых вых
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1 0
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1

U p
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r L p U p

r L p

C p g
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 
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 

  

 

(20)
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вых 2
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U p
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g r r C g L p L C p




          
 

 

 
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2
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1
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1

W p

U p

U pg r r C g L p L C p




 

          

 

здесь Δ (p) – детерминант матрицы параметров схемы 
замещения упрощенной модели. 

Для построения АЧХ достаточно в передаточной 

функции заменить p на j. Ниже приводятся необхо-
димые преобразования для получения АЧХ кабеля 
как устройства, связывающего входное и выходное 
напряжения (рис. 6) (21) 

 
  2

1
ω

ω ω 1
W j

g r j r C g L L C



           

. 

 1(ω) | ω |A W j .   (21) 
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              Круговая частота, ω, рад/с ×10
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Рис. 6.  АЧХ математической модели ненагруженного 

нефтепогружного кабеля, состоящей из одного 

элементарного звена с сосредоточенными пара-

метрами, и АЧХ ненагруженной кабельной линии 

с распределенными параметрами 

Fig. 6.  Frequency response of the mathematical model of an 

unloaded oil-submersible cable, comprising one 

elementary link with lumped parameters, and 

frequency response of an unloaded cable line with 

distributed parameters 

График АЧХ каскадной математической модели 
при n=1 на рис. 6 демонстрирует явную недостаточ-
ность звеньев в схеме замещения. Для более точного 
представления модели кабеля необходимо использо-
вать большее количество звеньев. Предлагаемая мо-
дель представлена на рис. 7. 

Редуцированная математическая модель ненагружен-
ного нефтепогружного кабеля, представленная на рис. 7, с 
n количеством звеньев описывается системой дифферен-
циальных, а также операторных уравнений (22) 
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 (22) 

Поскольку в уравнении используются блочные 
матрицы, удобно перейти к кронекеровскому произ-
ведению матриц, предпочтительному для численной 
реализации алгоритма (23) 
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Рис. 7.  Схема замещения ненагруженного нефтепогружного кабеля, состоящая из n каскадно-соединённых элемен-

тарных звеньев с сосредоточенными параметрами 

Fig. 7.  Equivalent circuit of an unloaded oil submersible cable, comprising n cascade-connected elementary links with 

lumped parameters 
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В матричной форме (24) 
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В развернутом виде выражение для передаточной 
функции выглядит так (25) 
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На рис. 8 приведены графические зависимости 
АЧХ каскадной модели кабеля при A1(ω,n)=W(jω) 
(25) для различного количества звеньев n в схеме за-
мещения и его сравнение с идеальной АЧХ длиной 
линии A(ω, l) (14). 
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Рис. 8.  Семейство АЧХ А1(ω, n) математической модели ненагруженного нефтепогружного кабеля, состоящей из 

каскадно-соединённых элементарных звеньев с сосредоточенными параметрами при n=1, 2, …, 5, и АЧХ 

А(ω, l) ненагруженной кабельной линии с распределенными параметрами 

Fig. 8.  Frequency response family A1(ω, n) of a mathematical model of an unloaded oil-submersible cable, comprising 

cascade-connected elementary links with lumped parameters at n=1, 2, ..., 5, and frequency response A(ω, l) of an 

unloaded cable line with distributed parameters 

На рис. 8 видно, что с увеличением числа звеньев 
АЧХ редуцированной модели А1(ω, n) приближается 
к АЧХ идеальной модели А(ω,l). Вопрос нахождения 

оптимального количества звеньев рассмотрен в сле-
дующем разделе. 
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Нелинейное алгебраическое уравнение  
оптимизации и выбор метода его решения 

Для определения достаточного количества звеньев 
в каскаде необходимо сформулировать критерий, ко-
торый позволил бы согласовать количество звеньев с 
точностью представления частотной характеристики 
с допустимым уровнем ошибки контроллера. Таким 
критерием может служить функционал ошибки, к 
формированию которого мы приступим ниже. 

При замене модели линии с распределенными па-
раметрами каскадной моделью с сосредоточенными 
параметрами возникает неизбежная ошибка, завися-
щая как от числа звеньев – n в модели с сосредото-
ченными параметрами, так и от ширины частотного 
диапазона – Ω спектра входного сигнала. Оценим 
близость идеальной модели с распределенными пара-
метрами и модели с сосредоточенными параметрами, 
функционалом ошибки, зависящим от двух парамет-
ров, числа звеньев и ширины спектра (26). Для про-
стоты представления опустим зависимость частотных 
спектров от длины линии l. 

1

0

0

(ω) (ω, ) ω

ε( , ) 100 %,

(ω) ω

A A n d
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A d







  





   (26) 

здесь А(ω) – спектральная характеристика идеальной 
модели; А1(ω, n) – спектральная характеристика кас-
кадной модели с сосредоточенными параметрами. 

Предложенный функционал позволяет согласовать 
величину ошибки между идеальной и каскадной мо-
делями с числом звеньев n и шириной спектрального 
диапазона Ω входного сигнала. Для примера прове-
дем определение функционала ошибки на рис. 6, 8 по 
уравнению (26). Функционал ошибки каждого графи-
ка АЧХ относительно идеальной АЧХ длинной линии 
сведем в табл. 2. 

Таблица 2.  Функционал ошибки ε(Ω, n) (26) графиков 

АЧХ на интервале от 0 до 62800 рад/с, рас-

считанный на основе исходных данных из 
табл. 1 

Table 2.  Functional error ε(Ω, n) (26) of the frequency 

response graphs in the range from 0 to 

62800 rad/s calculated based on the initial data 

from table 1 
Количество звеньев, n 

Number of links, n 
1 2 3 4 5 

Функционал ошибки, 

ε(Ω, n), % 

Error functionality,  

ε(Ω, n), % 

5,2306 2,4255 1,5840 1,1767 0,9362 

 
Анализ табл. 2 доказывает, что с увеличением числа 

звеньев n в редуцированной динамической модели точ-
ность отображения процессов, происходящих в этой ли-
нии, приближается к идеальной модели. Из рис. 6, 8 
видно, что при увеличении рассматриваемого интерва-
ла частоты Ω функционал ошибки возрастает. 

Выбор минимальной величины ошибки диктуется 
техническими возможностями устройства регистра-

ции и преобразования данных (разрядностью и часто-
той дискретизации АЦП микроконтроллера). Очевид-
но, что выбор верхнего порога ошибки ограничивает-
ся возможностью контроллера, и дальнейшее увели-
чение точности модели является нецелесообразным. 
Ошибка представления модели должна быть ограни-
чена некоторой наперед заданной величиной, опреде-
ляемой возможностями технического устройства. 
Следовательно, необходимо решить нелинейное 
уравнение, задаваемое невязкой (27) 

0( )n n    ,  (27) 

где ε0 – погрешность в %, которую требуется обеспе-
чить приближенной модели с сосредоточенными па-
раметрами, относительно идеальной модели. 

Заметим, что функционал ошибки ε(Ω,n) обратно 
пропорционален числу звеньев n  и, следовательно, 
является монотонной функцией переменной n (28) 

2

1 1
,n n

n n n


    


.        (28) 

Возможные варианты минимизации функционала 
ε(Ω,n), – это использование итерационных методов 
поиска корней, метода Ньютона–Рафсона или метода 
секущих (известный под названием метода хорд). 
Метод Ньютона–Рафсона требует вычисления произ-
водных, что в данном случае является неудобным. 
Поэтому, в силу дискретности значений n, предпо-
чтение отдано методу секущих. 

Разлагая функцию невязки δ(n) в ряд Тейлора в 
окрестности корня и удерживая члены первого по-
рядка малости, получим алгебраическое итерацион-
ное уравнение для определения n (29) 
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     (29) 

где �̅� – ожидаемый корень. 
Заменяя производную дискретной разностью и за-

писывая выражение в виде итерации, получим (30) 
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i i

n n n
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n n
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Итерация начинается с точки, в которой выполня-
ется условие δ(n)δ

”
(n)>0. Скорость сходимости про-

цесса оценивается выражением, где производные за-
меняются конечными разностями (31)  

( ) ( ) 1

2 ( ) 2 ( )

n n
a

n n n

  
 

  
.          (31) 

На рис. 9 представлен итерационный метод секу-
щих для определения корней нелинейного уравнения 
невязки. Из рис. 9 видно, что решение уравнения ме-
тодом секущих позволяет находить корень уравнения 
за относительно малое количество итераций.  

Предлагаемый алгоритм позволяет определять опти-
мальное количество звеньев редуцированной динамиче-
ской модели кабеля, описываемой системой обыкновен-
ных дифференциальных уравнений. Определение коли-
чества звеньев основано на сравнении АЧХ кабеля как 
линии с распределёнными параметрами и АЧХ кабеля 
как каскада n соединённых Г-образных звеньев.  
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Рис. 9.  Качественное представление итерационного 

метода секущих для определения корней нели-

нейного уравнения невязки (n)=(,n)–0 

Fig. 9.  Qualitative representation of the iterative secant 

method for determining the roots of the nonlinear 

residual equation (n)=(,n)–0  

Анализ был проведён для реально используемого в 
Российской нефтяной отрасли кабеля типа КПБК-90 
3×16. Длина кабеля для удобства вычислений принята 
1 км, при этом методика позволяет определять опти-
мальное количество звеньев редуцированной дина-

мической модели кабеля фактически любой исполь-
зуемой длины. 

Результаты расчетов и их обсуждение 

При использовании вышеописанного алгоритма в 
частотном диапазоне от 0 до 314 рад/с (0…50 Гц), что 
соответствует работе погружного электродвигателя 
при промышленной частоте переменного тока, алго-
ритм выдает значение количества элементарных зве-
ньев n=1, что даёт возможность замещения кабеля 
одним сосредоточенным Г-образным звеном, при 

этом невязка составляет n=0,0001 %, что свиде-
тельствует о хорошей работе алгоритма.  

Нефть в России (Западная Сибирь) в основном до-
бывается при помощи УЭЦН, которые в большинстве 
своем оснащены станциями управления с преобразо-
вателями частоты (Электон, Борец, Triol и т. д.). Ли-
нейная частота коммутации транзисторов в преобра-
зователях может доходить до 10 кГц, что соответ-
ствует круговой частоте 62800 рад/с. На частоте 
62800 рад/с при принудительном останове алгоритма 

при n=10 невязка составляет n= 0,46 %. Однако 
при продолжении итераций, при автоматическом 
останове, величина невязки существенно снижается 

до n=0,0919 %, и алгоритм выдает значение числа 
звеньев равное n=50. Графическое представление ра-
боты алгоритма представлено на рис. 10, а результаты 
расчета сведены в табл. 3, 4. 
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Рис. 10.  Целевая функция определения оптимального порядка редуцированной модели ненагруженного нефтепо-

гружного кабеля и итерационный процесс определения количества звеньев методом секущих 

Fig. 10.  Aim function of determining the optimal order of the reduced model of an unloaded oil submersible cable and the 

iterative process of determining the number of links by the secant method 
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Таблица 3.  Сводная таблица зависимости функционала 

ошибки ε(Ω, n) на интервале от 0 до 62800 рад/с 
от количества звеньев КПБК-90 3×16 

Table 3.  Summary table of the dependence of the 

functional error ε (Ω, n) in the interval from 0 

to 62800 rad/s on the number of links of the 
KPBK-90 3×16 cable 

 
Длина кабеля/Cable length l=1 km 

Функционал ошибки/Error functionality, ε(Ω, n), % 

n
 –

 к
о

л
-в

о
 з

в
ен

ь
ев

  

(n
u

m
b

er
 o

f 
li

n
k

s)
 

1 5,2305 

5 0,9362 

10 0,4632 

15 0,3078 

20 0,2305 

25 0,1842 

30 0,1534 

35 0,1314 

40 0,1149 

45 0,1021 

50 0,0919 

Таблица 4.  Итерационный процесс определения порядка 
редуцированной модели методом секущих 

Table 4.  Iterative process of determining the order of the 
reduced model by the secant method 

i, номер  

итерации 
(iteration 

number) 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

ni, кол-во 

звеньев 
(number  

of links) 

2 3 5 8 12 17 25 34 42 47 49 50 

|ni–ni–1| – 1 2 3 4 5 8 9 8 5 2 0 

 
Как видно из табл. 4, решение находится за 

12 итераций, что говорит о приемлемой скорости 

сходимости итерационного процесса для инженерной 
практики. 

Заключение 

В статье описан разработанный авторами метод, 
позволяющий заменить погружной кабель – линию с 
распределенными параметрами, схемой замещения – 
совокупностью Г-образных звеньев с сосредоточен-
ными параметрами. Метод позволяет оптимизировать 
количество звеньев редуцированной динамической 
модели нефтепогружного кабеля с желаемой точно-
стью. Результаты моделирования показали, что для 
корректной аппроксимации рассматриваемого нефте-
погружного кабеля достаточно 50 каскадно-
соединённых четырёхполюсников. При этом по срав-
нению с эталонной моделью, представленной линией 
с распределёнными параметрами, ошибка составляет 
менее 0,1 %. 

В будущем редуцированная динамическая модель 
нефтепогружного кабеля, оптимизированная по коли-
честву звеньев, станет частью математической моде-
ли электротехнического комплекса УЭЦН в составе 
«ПЧ-СФ-ПТ-НПК-ПЭД». Математическая модель 
электротехнического комплекса УЭЦН позволит со-
здать наблюдатель переменных состояний ПЭД на 
забое нефтедобывающей скважины и реализовать за-
мкнутую систему управления ПЭД. Замкнутая систе-
ма управления ПЭД позволит правильно, с точки зре-
ния электропривода, и с заранее прогнозируемым ре-
зультатом перевести низко- и среднедебитный фонд 
нефтяных скважин на циклический режим эксплуата-
ции, а это в конечном итоге приведет к увеличению 
рентабельности добычи нефти из таких скважин. 
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The relevance. An oil-submersible cable transfers electrical energy from an energy source to submersible electric motors of oil production 
plants. Resonant peaks localized in a narrower frequency band characterize the frequency response of an unloaded cable, which allows us 
to correctly optimize the order of the reduced cable line model based on the minimum error criterion. The principal methods of 
mathematical description of the oil-submersible cable model are systems of ordinary differential equations and systems of partial 
differential equations. The first method of mathematical description of the model of an oil-submersible cable comprising one elementary 
four-pole with a longitudinal active-inductive and transverse active-capacitive components allows calculating the power balance and the 
energy transfer at the first harmonic, considering losses on the ohmic (active) resistance, as well as losses in cable insulation. Using a 
mathematical model comprising one elementary four-pole is unacceptable for more complex tasks, such as diagnostics of the cable 
damage site, identification and evaluation of the parameters of the submersible engine based on ground measurements, control of the 
transient process of the submersible engine during start-up, and others. The second method of mathematical description of the oil-
submersible cable model is based on «telegraphic» equations as partial differential equations. The main advantage of such a mathematical 
model is the increased accuracy of the analysis of specific modes inherent in long electric lines, such as forward and reverse waves, 
resonant phenomena that occur during the mutual exchange of energy between the electric and magnetic components of the 
electromagnetic field. The disadvantages include the technical difficulties of combining a mathematical model of a cable based on a partial 
differential systems of differential equations and a mathematical model of a submersible engine based on a system of differential equations 
in the normal Cauchy form. Also, it is extremely difficult to implement models of long electric lines based on «telegraph» equations in 
practice in a microcontroller for real-time systems built based on digital signal processes. From the point of view of applying dynamic 
models in real-time digital systems, the transition from a mathematical model of a cable with distributed parameters to a mathematical 
model of a cable with concentrated parameters, i. e. to four-pole cables, is relevant. With such a transition, it is unacceptable to use a 
mathematical model represented by one link, since unacceptable inconsistencies arise between the work of a proper object and the 
mathematical model of this object. This does not allow us to reliably display the processes occurring in the cable when powered by a 
frequency converter. Using a model with an almost infinite number of four-poles is not advisable, since the calculation of such a model will 
take a large amount of processor time, which is not acceptable in real-time systems and negates the advantages of switching from a 
mathematical model with distributed parameters. Considering the above, determining the optimal order of the reduced dynamic model of 
an unloaded oil-submersible cable based on the approximation of its frequency response is an urgent, scientific and practically significant 
task.  
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The main aim of the research is to develop a method for determining the minimum required and sufficient number of links of a reduced 
mathematical model of an oil submersible cable with lumped parameters for its operation with an accuracy in transient and steady-state 
operating modes. 
Methods: system of differential equations in Cauchy normal form, system of partial differential equations, nonlinear algebraic equations, 
Cramer's method, numerical methods, theory of four-poles, theory of long lines with distributed parameters, state space method, methods 
of frequency analysis, optimization methods. 
Results. The authors have got a reduced dynamic model, comprising the minimum required and sufficient number of two-port networks, 
which makes it possible with an accuracy to analyze transient and steady-state electromagnetic processes along the length of the cable 
line and at various forms of voltage at the input. The resulting reduced model is applied for identification of cable and submersible motor 
parameters; constructing observers of variable states of a submersible electric motor; diagnostics of the integrity of electrical circuits; 
determination of stress distribution along the length of the cable line. The resulting reduced dynamic model allows as well evaluating the 
entire range of dynamic modes of operation, in contrast to the prototype model. The developed reduced dynamic model of a submersible 
cable, described in ordinary differential equations, is a convenient notation for the mathematical description of the cable as a subsystem of 
the electrical complex of an electric centrifugal pump installation. 

 
Key words:  
Long cable, cascade connection of four-port networks, reduced model of a cable line, long line with distributed parameters,  
frequency response, oil submersible cable, electrical submersible pump. 
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