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Для эффективного решения задачи оперативно-диспетчерского управления режимами работы единой энергетической си-
стемы, ее отдельных энергосистем и энергорайонов, в частности, энергорайонов нефтедобычи, требуется выполнять 
расчеты установившихся режимов электрических сетей. Кроме того, наряду с расчетами установившихся режимов важными 
являются вопросы исследования устойчивости работы энергосети. Сходимость и скорость сходимости широко применяе-
мых итерационных методов расчета установившихся режимов зависят от многих режимных и расчетных факторов, опре-
деляемых параметрами сети и режима, выбором исходных приближений, способом задания исходных данных. Поэтому разра-
ботка новых методов, позволяющих рассчитывать все установившиеся режимы, представляет значительный практический 
интерес. Одним из перспективных методов является метод голоморфного погружения. В данном методе неизвестные па-
раметры узлов представляются в виде голоморфных функций, которые можно представить в виде степенных рядов, коэф-
фициенты которых рассчитываются по рекуррентным выражениям и задача сводится к нахождению коэффициентов сте-
пенных рядов. В опубликованной ранее статье авторов приведено рассмотрение метода для схемы с нагрузочными узлами. 
Для полного корректного анализа режимов реальных энергосистем необходимо показать, как нужно вести расчет для гене-
раторных узлов. В работе представлены рекуррентные выражения для расчета неизвестных коэффициентов голоморфных 
функций неизвестных параметров системы уравнений установившегося режима для нагрузочных и генераторных узлов. По-
лученные выражения, в отличие от предложенных в работах других авторов, являются более общими. Показан принцип 
формирования матричного уравнения для нахождения неизвестных коэффициентов с разделением комплексных параметров 
на действительную и мнимую части. Предложен способ получения сходящихся степенных рядов искомых функций в отдель-
ных случаях. На примере тестовой энергосистемы показано преимущество перед методом Ньютона–Рафсона. Рассматри-
вается вопрос оценки существования решения системы уравнений установившегося режима для многоузловой сети на осно-
ве сигма-графика. Предложен подход к определению показателя запаса статической устойчивости энергосистемы на основе 
критерия Фабри. 
Цель: применить аналитический метод голоморфного погружения для расчета электрической схемы, содержащей нагрузоч-
ные и генераторные узлы; оценить влияние количества рассчитываемых коэффициентов степенных рядов на точность по-
лучаемого решения, а также рассмотреть способы повышения численной точности решения, рассмотреть вопрос оценки 
существования решения системы уравнений установившегося режима для многоузловой сети на основе анализа степенных 
рядов. 
Методы: разложение Тейлора, аналитическое продолжение, аппроксимация Паде, решение алгебраических уравнений рекур-
рентным методом. 
Результаты. На примере схемы с плохообусловленной матрицей Якоби, в которой метод Ньютона–Рафсона не сходится с 
плоского старта, показано преимущество метода голоморфного погружения. Показано влияние количества членов степен-
ных рядов на погрешность расчета. Для рассматриваемой схемы выполнена графическая оценка существования решения си-
стемы уравнений. 
Выводы. Для нагрузочных и генераторных узлов неизвестные параметры можно представить в виде голоморфных функций, 
которые можно записать в виде ряда Тейлора, коэффициенты которого рассчитываются по рекуррентным выражениям. Ча-
стичный учет шунтов на землю в диагональных элементах матрицы последовательных проводимостей позволяет полу-
чить сходящиеся степенные ряды в отдельных случаях. Рассмотренный графический способ оценки возможности существо-
вания режима позволяет произвести примерную оценку. В отличие от классических итерационных методов для метода го-
ломорфного погружения не нужно задавать начальное приближение. 
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Введение 

Распределительные электрические сети нефтегазо-
вых месторождений выполняются, как правило, ради-
альными, при этом для них характерно: наличие 

большого числа ступеней напряжений и ступеней 
трансформации; большое количество как длинных, 
так и коротких линий электропередачи разных уров-
ней напряжения, большое количество линий электро-
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передачи, активные составляющие сопротивлений 
которых близки или превышают по значению реак-
тивные составляющие сопротивлений; высокая неод-
нородность нагрузки в узлах, заключающаяся в том, 
что нагрузка в одних узлах может составлять не-
сколько киловатт, в других – десятки мегаватт; силь-
ная нагруженность сети; практическое отсутствие уз-
лов с фиксированным модулем напряжения [1–5]. 
Отмеченные особенности распределительных элек-
трических сетей нефтегазовых месторождений влия-
ют на матрицы собственных и взаимных проводимо-
стей и матрицу Якоби, существенно ухудшая их обу-
словленность, и как следствие влияют на сходимость 
классических итерационных методов расчета устано-
вившихся режимов (УР), в частности, на сходимость 
метода Ньютона–Рафсона, который в настоящее вре-
мя широко применяется при анализе режимов элек-
троэнергетических систем [1, 2]. 

Так как для эффективного решения задачи опера-
тивно-диспетчерского управления режимами работы 
единой энергетической системы в целом, ее отдель-
ных энергосистем и энергорайонов, в частности, 
энергорайонов нефтедобычи, требуется получение 
однозначного ответа о возможности существования 
режима, реализация новых методов, которые позво-
лят рассчитывать все установившиеся режимы, пред-
ставляет значительный практический интерес. Кроме 
того, наряду с расчетами УР важными являются во-
просы исследования устойчивости работы энергосети, 
т. к. нарушения устойчивости приводят к торможе-
нию и отключению электроприемников объектов 
нефтегазовой отрасли [5, 6]. Поэтому работа посвя-
щена расчету УР электрических сетей и вопросам 
устойчивости функционирования энергосети. 

На протяжении нескольких десятилетий ведется 
разработка новых методов расчета установившихся 
режимов. Разработаны методы по параметру, а также 
различные минимизационные методы, основанные на 
методе Ньютона (метод Левенберга–Марквардта и т. 
п.) [1–5, 7]. Разработанные методы надежнее по схо-
димости, чем метод Ньютона–Рафсона. При этом в 
большинстве случаев их использование позволяет по-
лучить решение, когда классический метод Ньютона–
Рафсона расходиться по тем или иным причинам. 
Однако их использование все же не всегда гарантиру-
ет получение однозначного ответа о существовании 
режима [7]. Кроме того, данные методы в вычисли-
тельном плане более затратные. Поэтому вопрос со-
здания более совершенных методов и алгоритмов 
расчета режимов электрических систем остается ак-
туальным. 

В течение последних нескольких лет ведется ак-
тивная разработка нового метода голоморфного по-
гружения, предложенного испанским исследователем 
Антонио Триасом [8, 9]. Данный неитерационный ме-
тод основан на теории комплексного анализа и анали-
тического продолжения. Важной особенностью дан-
ного метода является однозначность решения: метод 
теоретически гарантированно сходится к решению 
независимо от начального приближения [8, 9]. 

В статье [10] была описана идея метода, рассмот-
рены вопросы анализа оценки расчетной устойчиво-
сти на примере двухузловой схемы, а также приведен 
пример использования метода голоморфного погру-
жения для трехузловой схемы, содержащей только 
узлы нагрузки. Поскольку в математических моделях 
реальных энергосистем кроме нагрузочных узлов 
имеются генераторные узлы, то для полного коррект-
ного анализа режимов реальных энергосистем необ-
ходимо их обязательно учитывать, так как они значи-
тельно влияют на режим, в частности, при расчете 
предельных режимов. 

Уравнения установившегося режима 

Установившийся режим ЭЭС в общем случае опи-
сывается системой нелинейных уравнений узловых 
напряжений (УУН) [1–5]. Одной из возможных форм 
записи УУН является форма в виде баланса токов. 

Для нерегулируемых узлов (узлы PQ-типа), в ко-
торых активная и реактивная мощности заданы по-
стоянными величинами, УУН можно записать следу-
ющим образом: 
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где * – знак сопряжения; Yij – элементы матрицы уз-
ловых проводимостей; Si=Sгi–Sнi – результирующая 
комплексная мощность, входящая в i-й узел; Ui – 
напряжение узла i; Yiб – взаимная проводимость меж-
ду узлом i и балансирующим; Uб – напряжение ба-
лансирующего узла; N – количество узлов в схеме. 

Для регулируемых узлов (узлы PV-типа), в кото-
рых задается активная мощность, модуль напряжения 
и диапазон регулирования реактивной мощности, си-
стему УУН переписывают следующим образом: 
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где активная мощность Pi является постоянной из-
вестной величиной, реактивная мощность Qi является 
неизвестной переменной, которая определяется в 
процессе расчета. 

Дополнительно для узлов PV-типа используют 
уравнения, связывающие комплекс напряжения в узле 
с его модулем: 

22 *

зд , .i i i iU U U U i PV                (3) 

Модуль и фазовый угол напряжения балансирую-
щего (базисного) узла задается, при этом фазовый 
угол обычно принимается равным нулю: 

б зд , б.у.iU U i      (4) 

Задача расчета УР сводится к решению системы урав-
нений (1)–(4), решением которой являются комплексы 
напряжений в узлах сети. На основе полученных напря-
жений рассчитываются остальные параметры режима 
электрической сети – перетоки и токи в ветвях и т. д.  

Критерием получения решения является условие 
соблюдения небалансов мощности в узлах сети:  
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 расч расчmax ; ,i i i iP P Q Q     

где Pi и Qi – узловая активная и реактивная мощность 
i-го узла соответственно; Pi расч и Qi расч – расчетная 
узловая активная и реактивная мощность i-го узла со-

ответственно;  – заданная допустимая погрешность 

по мощности, допустимое значение  =10
–4

…10
–3

. 

Голоморфное погружение уравнений  
установившегося режима в комплексную плоскость 

Рассмотрим применение метода голоморфного по-
гружения для решения системы УУН в форме баланса 
токов. Осуществляем голоморфное погружение урав-
нений в комплексную плоскость. Голоморфное по-
гружение заключается во введении в исходную си-
стему алгебраических уравнений комплексного пара-

метра  таким образом, что [8]: 

 напряжения и реактивная мощность генераторных 
узлов представляются в виде функций от этого 

комплексного параметра , при этом данные 

функции f() должны быть голоморфны. Кроме 
того, комплексно-сопряженные функции напря-
жений также должны быть голоморфными. Для 
этого эти функции должны удовлетворять усло-
вию Коши–Римана [9] 
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Голоморфные функции определены на открытом 

подмножестве комплексной плоскости и комплекс-
но дифференцируемы в каждой точке этого подмно-
жества. Голоморфные функции являются аналитиче-
скими и могут быть представлены в виде сходящего-
ся в некоторой окрестности каждой точки ряда Тей-
лора [9]. Данное свойство голоморфных функций 
очень важно в предлагаемом методе. 

 при подстановке параметра погружения =0 в 
«погруженную» систему уравнений данная нели-
нейная система должна преобразовываться в ли-
нейную, математически точное решение которой 

может быть определено. При =0 система соот-
ветствует сети без нагрузки и генерации (все инъ-

екции узловых мощностей исчезают). При =1 
система уравнений соответствует исходной си-
стеме алгебраических уравнений. 
В общем голоморфное погружение комплексного 

параметра  в исходную систему алгебраических 
уравнений может быть выполнено любым способ, 
главное, чтобы выполнялись описанные требования [8]. 

Следует отметить, что поскольку задача в даль-
нейшем сводится к работе со степенными рядами, то 
для получения сходящихся рядов, а также чтобы пер-
вые коэффициенты функций напряжений были равны 
(или близки) единице в ситуации без нагрузки и гене-

рации при =0, необходимо разделить матрицу про-
водимости Y на матрицу последовательных проводи-

мостей Yп и матрицу шунтов Yш:Y=Yп+diag(Yш) [10]. 
Тогда правую часть в (1) и (2) можно представить в 
следующем виде: 
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           (6) 

где Yшi – суммарная проводимость на землю узла i; 
Yпij – элементы матрицы последовательных проводи-
мостей (матрица узловых проводимостей, в диаго-
нальных элементах которой не учитываются прово-
димости на землю). 

Применяя описанные правила голоморфного по-
гружения, а также учитывая (6), голоморфное погру-
жение может быть представлено в следующем виде:  
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2 2 2
* *

0 зд 0( ) ( ) ( ) , ,i i i i iU U U U U i PV      (9) 

б б( ) 1 ( 1),U U        (10) 

где  – параметр погружения; Uздi – заданное напря-
жение узла, Pi=Pгi–Pнi и Qi=Qгi–Qнi – активная и реак-

тивная мощность, входящая в i-й узел; Ui() и Qi() – 
голоморфные функции напряжения и реактивной 

мощности от параметра ; Ui
*
(*

)  – голоморфная 
комплексно-сопряженная функция напряжения, Ui0 – 
расчетное напряжение i-го генераторного узла при 

подстановке в (7) и (8) параметра погружения =0. 
Голоморфные функции могут быть представлены в 
виде сходящегося в некоторой окрестности каждой 
точки ряда Маклорена, который является частной 
формой ряда Тейлора [9]: 
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Следует заметить, что в формулах (7) и (8) ком-
плексно-сопряженная функция напряжения представ-

лена в виде * * *

0

( ) [ ] ,
n

n

i i
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U U n


   а не в виде 

* * *

0

( ) [ ]( ) ,
n

n

i i

i

U U n


   так как именно функция 

Ui
*
(*

) удовлетворяет условию Коши–Римана (5). 

Введем вспомогательную функцию Wi
*
(*

), обрат-

ную Ui
*
(*

) которую также можно разложить в сте-
пенной ряд: 
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* * * * *

* *
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(13) 

Неизвестные коэффициенты функции Wi
*
(*

) 

можно найти из равенства Wi
*
(*

)·Ui
*
(*

)=1. Далее 
знак сопряжения опускаем. Расписав функции в виде 
рядов, открыв скобки и приравняв коэффициенты при 

одинаковых степенях параметра  с обеих сторон 
уравнения, получаем общее выражение для вычисле-

ния n-го коэффициента ряда функции W() [11–16]:  
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Подставляем (10)–(13) в (7) и (8), получаем урав-
нения 
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(15)

 

Раскрывая скобки в (14) и (15) и приравнивая ко-
эффициенты при одинаковых степенях a

n
, получаем: 

 для узлов PQ-типа: 
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 для узлов PV-типа: 
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(17)

 

Из уравнений (16) и (17) видно, что исходная за-
дача сводится к нахождению коэффициентов степен-
ных рядов. При этом мы можем точно определить ну-
левые коэффициенты степенных рядов напряжений и 
неизвестных реактивных мощностей. Уравнения (16) 
и (17) при n=0 соответствуют подстановке в «погру-

женную» систему уравнений параметра =0. Нулевые 

коэффициенты реактивных мощностей Qj[0]=0, jPV, 

так как при =0 инъекции мощности генерации от-
сутствуют. Нулевые коэффициенты степенных рядов 
напряжений определяются путем решения уравнения  
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В случае если в матрице последовательных прово-
димостей диагональные элементы не содержат шун-
тов на землю (даже шунтов трансформаторных ветвей 
П-образной схемы замещения) и равны сумме прово-
димостей ветвей, связанных с соответствующим уз-
лом, с обратным знаком, тогда нулевые коэффициен-
ты степенных рядов напряжений равны единице: 

Ui[0]=1, jPQ+PV+б.у. Если же в диагональных эле-
ментах матрицы последовательных проводимостей 
частично учесть шунты на землю (с целью получения 
сходящихся степенных рядов в отдельных случаях), 
то нулевые коэффициенты степенных рядов напря-

жений Ui[0]1, а являются комплексными числами, 
действительная часть которых близка к 1. В отличие 
от [12–16], где предлагается полностью выделять 
шунты на землю из диагональных элементов матрицы 
узловых проводимостей и принимать Ui[0]=1, пред-
ложенный способ частичного учета шунтов на землю 
и расчета нулевых коэффициентов степенных рядов 
неизвестных позволяет получить сходящиеся степен-
ные ряды в отдельных случаях, тем самым получить 
корректный результат. 

Зная нулевые коэффициенты степенных рядов, 
можно рассчитать остальные коэффициенты. Для уз-
лов PQ-типа из (16) видно, что неизвестные n-ые ко-

эффициенты функций напряжений Ui() можно вы-
числить через известные (n–1)-е коэффициенты по 
рекуррентному выражению. Для узлов PV-типа из (17) 
видно, что при вычислении коэффициента n-го по-
рядка степенного ряда напряжения Uj[n] требуются 
коэффициенты n-го порядка Wi

*
[n] и Qi[n]. Так как 

коэффициенты Qj[n] являются искомыми, то перене-
сем их в правую часть выражения (17), учитывая 
Qi[0]=0, получаем 
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В уравнении (18) нам удалось избавиться от неиз-
вестного коэффициента Wi

*
[n], который не может 

быть найден без Ui[n]. Однако в уравнении (18) у нас 
две неизвестные переменные – Qi и Ui. Для того что-
бы найти решение, необходимо дополнить систему 
уравнений уравнением (9). Представим уравнение (9) 
следующим образом 

* * *
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где Ui0=Ui[0] – расчетное напряжение i-го генератор-

ного узла при =0. 
Перемножив скобки в правой части выражения (19) 

и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях 

параметра , получаем 
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(20)

 

Выражения (16), (18) и (20), на основе которых 
можно найти n-е члены степенных рядов функций ис-
комых величин, содержат комплексные переменные, 
что затрудняет задачу нахождения решения. Выделим 
действительную и мнимую части в данных уравнени-
ях. Для этого элементы матрицы проводимостей 
представим в виде Yпij=gпij+jbпij, n-е коэффициенты 

функций Ui() и Wi() – Uj[n]=Uj'[n]+jUj"[n], 
Wj[n]=Wj'[n]+jWj"[n] соответственно. Введем обозна-
чение, запишем правые части выражений (16), (18) и 
(20) как IPQi[n–1], IPVi[n–1] и UUi

*
[n–1] соответственно. 

Для узлов PQ-типа систему уравнений (16) можно 
представить в виде двух уравнений 
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– действительная и мнимая части IPQi[n–1]. 
Для узлов PV-типа систему уравнений (18) можно 

представить в виде двух уравнений 
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(22)

 

где 

[ 1] Re( [ 1])

и [ 1] Im( [ 1])
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– действительная и мнимая части IPVi[n–1]. 
Правую часть выражения (20) можно представить 

через мнимые и действительные части коэффициен-
тов: 
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На основе выражений (21)–(23) можно составить 
общее линейное матричное уравнение, позволяющее 
рассчитать n-ые члены действительных и мнимых ча-

стей функций Ui() и Qi(). После перестановки 
уравнений местами общее линейное матричное урав-
нение, позволяющее определить n-е члены при n≥1, 
имеет вид 
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(24)

 

Общее количество уравнений в линейной системе 
(24) равно 2nPQ +3nPV, где nPQ – количество узлов 
PQ-типа в схеме, nPV – количество узлов PV-типа в 

схеме. В системе (24) индекс qPQ, а индекс vPV. 
Для решения представленной системы линейных ал-
гебраических уравнений необходимо использовать 
LU-разложение. Стоит отметить, что матрица коэф-
фициентов в системе (24) является неизменной и ее 
разложение выполняется только один раз, в отличие 
от метода Ньютона, где факторизация матрицы Якоби 
осуществляется на каждой итерации расчета. 

Аналитическое продолжение и аппроксимация Паде 

Значительную роль в методе голоморфного по-
гружения занимает аналитическое продолжение сте-
пенного ряда. В общем случае после вычисления до-
статочного количества членов степенного ряда, для 
того чтобы найти решение УУР, необходимо рассчи-

тать значения полученных функций при =1. Под-
ставляя в (11) и (12) значение параметра, получаем, 
что расчетные значения искомых величин определя-
ются как сумма рассчитанных коэффициентов: 
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радиус сходимости степенных рядов будет больше 1. 
Если данное условие не будет выполняться, то, для 
того чтобы определить значение функции за преде-
лами радиуса сходимости, применяется аналитиче-
ское продолжение. Аналитическое продолжение – это 
процесс, посредством которого голоморфная функция, 
определённая в некоторой области пространства, 
расширяется за пределы этой области (рис. 1). В ка-
честве аналитического продолжения используется 
аппроксимация Паде, т. к. из теории сходимости 
Шталя диагональные аппроксимация Паде дают мак-
симальное аналитическое продолжение [8, 17–21]. 

 

Re α

Im α

Радиус сходимости 

степенного ряда
Радиус сходимости 

аппроксимации Паде

 

3 2 1 0 1 2 3

2

1

1
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Рис. 1.  Радиус сходимости исходного степенного ряда и 

соответствующей аппроксимации Паде 

Fig. 1.  Convergence radius of the original power series and 

the corresponding Padé approximants 

Аппроксимация Паде представляет собой функ-
цию в виде отношения двух полиномов [17–19]: 
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      (25) 

где n – степень исходного степенного ряда; L и M – 
порядок степени полинома числителя и знаменателя 
соответственно, при этом n=L+M. По условию теоре-
мы Шталя [20, 21], наилучшая сходимость обеспечи-
вается, если степени полиномов числителя и знамена-
теля одинаковы, то есть L=M. Такой вид разложения 
Паде называется диагональным. Основное преимуще-
ство аппроксимации Паде состоит в том, что она 
обеспечивает хорошее приближение вне радиуса схо-
димости степенного ряда, а также ускоряет сходи-
мость. 

Коэффициенты полиномов числителя и знамена-
теля аппроксимации Паде определяются через 
найденные ранее коэффициенты степенных рядов 
функций. Существуют разные способы вычисления 
аппроксимации Паде. Одним из наиболее простых 
является матричный способ [17]. 

Умножая обе стороны (25) на b(), получаем соот-
ношение 
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых сте-

пенях n
, получаем систему уравнений: 
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(26)

 

Система (26) состоит из L+M+1 уравнений и имеет 
L+M+2 неизвестных (a[0], a[1], …, a[L], b[0], b[1], …, b[L]). 
Поэтому принимается b[0]=1. Из уравнений при 

L+1
,L+2

,…L+M можно определить неизвестные коэф-
фициенты полинома знаменателя b[1], b[2], …, b[M]. 
Для этого решается система М линейных уравнений с 
М неизвестными коэффициентами знаменателя 
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(27) 

или      A·X=B, 

где U[i] – комплексные коэффициенты степенного 
ряда, i=0,1,2,…,L+M. 

В (27) матрица коэффициентов, в зависимости от 
параметров режима, может быть плохо обусловленной, 
поэтому задачу расчета неизвестных коэффициентов 
полинома знаменателя можно назвать некорректной 
задачей, а решаемое в данном случае уравнение – не-
корректным алгебраическим уравнением. Для подав-
ления ошибки, появляющейся при вычислении вектора 
коэффициентов X, за счет проявления ложной высоко-
частотной составляющей, необходимо осуществить 
слабый спектральный сдвиг в выражении (27): 

* 1 *( ) , X A A E A B    (28) 

где E – единичная матрица;  – параметр регуляриза-
ции. В нашем случае параметр регуляризации был 

выбран =10
–25

…10
–10

 [22]. 
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Определив коэффициенты полинома знаменателя, 
можно найти коэффициенты полинома числителя a[0], 
a[1], a[2], …, a[L] сравнением коэффициентов при 1, 

,2
,…,L

. Формула для определения коэффициентов 
полинома числителя: 

0

[ ] [ ] [ ].
L

k

a L b k U L k


    

Таким образом, определив коэффициенты поли-
номов числителя и знаменателя аппроксимации Паде, 

путем подстановки =1 в (25), мы можем вычислить 
искомое значение напряжения в i-м узле: 

0 0

[ ] [ ].
 

 
L L

i i i

n n

U a n b n  

Применение метода голоморфного  
погружения на тестовых схемах 

Для проверки метода использовались 14-, 30-, 118-, 
145-, 300-узловые тестовые схемы IEEE. При этом ре-
зультаты расчета УР сравнивались с результатами, 

получаемыми методом Ньютона–Рафсона. Для всех 
этих схем результаты расчета УР методом голоморф-
ного погружения совпал с результатами, полученны-
ми методом Ньютона–Рафсона. 

Чтобы показать преимущество рассматриваемого 
метода голоморфного погружения, рассмотрим схему 
электрической сети, состоящую из 22 узлов и 22 вет-
вей и представленную на рис. 2. В рассматриваемой 
схеме один узел PV-типа, двадцать узлов PQ-типа, ба-
зисным (балансирующим) является узел 1. На рис. 2: 
над ветвями линий приведено сопротивление 
Zл=R+jX, под – проводимость на землю Bc (положи-
тельное значение Bc соответствует емкости); над 
трансформаторными ветвями приведено сопротивле-
ние Zтр=R+jX, под – коэффициент трансформации Kтр. 
Все параметры приведены в о.е. Мощности нагрузки 
и генерации приведены к базисной величине 
Sбаз=100 МВ·А. Номинальное напряжение узлов 1–4, 
20 составляет 220 кВ; узлов 5–18, 21 – 110 кВ; 
узла 22 – 35 кВ; узла 19 – 6 кВ. 
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Рис 2.  Тестовая схема электрической сети 

Fig. 2.  Test circuit of the electrical power system 

При выполнении расчета УР методом Ньютона–
Рафсона с плоского старта (Ui =Uном i), итерационный 
процесс не сходится. При этом решение имеет коле-
бательный характер. При этом якобиан на отдельных 
итерациях меняет знак, что говорит о том, что про-
цесс уже не сойдется к решению [3]. Для данной схе-
мы на сходимость итерационного процесса огромное 
влияние оказало неудачное начальное приближение. 
Выполнив подбор начального приближения или при-
менив «стартовый алгоритм» [1], удается получить 
устойчивое решение. 

Расчет УР методом голоморфного погружения вы-
полним двумя способами: первый способ – в векторе 
шунтов Yш  не будем учитывать шунты на землю схем 
замещения трансформаторных ветвей, второй спо-
соб – в векторе шунтов Yш учитываются все суммар-

ные шунты на землю. При расчете получилось, что 
итоговые значения напряжений в узлах сети совпа-
дают и соответствуют значениям, полученным мето-
дом Ньютона–Рафсона с подобранным начальным 
приближением. Однако результаты расчета коэффи-
циентов степенных рядов отличаются: в первом слу-
чае получаются сходящиеся ряды, во втором – расхо-
дящиеся. Несмотря на то, что во втором случае ряды 
расходящиеся, применение аппроксимации Паде поз-
волило получить решение, но при этом погрешность 
по мощности в узлах больше. На рис. 3 представлен 
график степенного ряда напряжения и соответствую-
щая ему аппроксимация Паде для узла 19. Отметим, 
что в первом случае аналитическое продолжение пу-
тем рациональной аппроксимации Паде не требуется, 

поскольку все степенные ряды уже сходятся при =1. 
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Однако аппроксимации Паде намного эффективнее 
оценивают эти функции, поскольку они сходятся к 
решению с гораздо большей скоростью, чем исход-
ный степенной ряд. 

При расчете вторым способом получен правиль-
ный конечный результат, с точки зрения математики, 
однако полученные степенные ряды функций напря-
жений не имеют физического смысла, в отличие от 
степенных рядов функций напряжений, полученных 
при расчете первым способом. Коэффициент погру-

жения  можно рассматривать как коэффициент 

масштабирования нагрузки и генерации. При увели-

чении  получается, что во всей схеме происходит 
пропорциональное утяжеление режима, при этом 
напряжение должно снижаться, что мы и наблюдаем 

на рис. 3, а.  При этом значение параметра , при ко-
тором происходит резкое изменение и в дальнейшем 
резкий скачок графика аппроксимации Паде, можно 
рассматривать как предельное, соответствующее слу-
чаю нарушения устойчивости нагрузки в узле.  

 

|U19|

|U19 расч.| Аппроксимация 

Паде [16/16]

Исходная 

функция

α

Исходная 

функция

Аппроксимация 

Паде [10/10]

|U19 расч.|

|U19|

α  
     а/a            б/b 

Рис 3.  График степенного ряда напряжения и соответствующая ему аппроксимация Паде для узла 19: а) без учета 

шунтов на землю трансформаторных ветвей в векторе шунтов Yшi; б) с учетом шунтов на землю транс-

форматорных ветвей в векторе шунтов Yшi 

Fig. 3.  Picture of power series of the voltage and the corresponding Pade approximation for node 19: a) without shunts to 

earth of transformer branches in the shunt Yшi; b) with shunts to earth of transformer branches in the shunt Yшi 

Следует отметить также влияние количества коэф-
фициентов степенных рядов на точность получаемого 
решения, оцененную по погрешности мощности в уз-
лах. В первом случае минимальное значение макси-
мального небаланса мощности в узлах составляет 
5,62·10

–8
 при n=20, во втором – 5,707·10

–3
 при n=32. 

При этом поначалу с увеличением количества коэффи-
циентов степенного ряда точность повышается, однако 
затем она начинает снижаться (рис. 4). Это связано с 
влиянием числовой точности на результаты вычисле-
ния аппроксимаций Паде, вычисление которых требует 
большой точности. Максимальное количество членов 
степенного ряда ограничивается точностью числа с 
плавающей запятой. Дальнейший расчет дополнитель- 
 

ных членов может приводить к искажению результатов. 
Для получения более точного решения можно исполь-
зовать числа повышенной точности или применить ме-
тод регуляризации решения. На рис. 4 приведены гра-
фики изменения наибольшего небаланса мощности в 
узлах от количества членов степенного ряда без регу-
ляризации и с регуляризацией при различных парамет-

рах регуляризации . Достаточное количество вычис-
ляемых членов степенного ряда для обеспечения допу-
стимой погрешности по мощности в узлах в общем 
случае зависит от схемы и режимной ситуации. При-
мерное количество членов ряда, при котором обеспе-
чивается допустимая погрешность, 20–30. Оптималь-

ное значение параметра регуляризации =10
–15

. 
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Рис 4.  График изменения наибольшего небаланса мощности в узлах от количества членов степенного ряда и пара-

метра регуляризации: а) без учета шунтов на землю трансформаторных ветвей в векторе шунтов Yш.;  

б) с учетом шунтов на землю трансформаторных ветвей в векторе шунтов Yшi 

Fig. 4.  Picture of the largest power mismatch in nodes as a function of the number of power series members: a) without shunts 

to earth of transformer branches in the shunt Yшi; b) with shunts to earth of transformer branches in the shunt Yшi 

Оценка существования системы уравнений  
многоузловой схемы 

Среди проблем, возникающих при анализе режи-
мов, особое место занимает проблема существования 
решения уравнений УР ЭЭС [2, 3]. Система уравне-
ний УР может иметь множество решений или не 
иметь ни одного. Вопрос о существовании нормаль-
ного режима сводится к определению условий, при 
которых существует решение этой системы, и к вы-
бору из множества возможных решений того, которое 
соответствует физической сущности решаемой задачи.  

В работе [10] было рассмотрено условие суще-
ствования решения для двухузловой схемы 

2 21 1
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4 4
R I R ID                (29)
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     –  

действительная и мнимая части коэффициента 
*

2
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.
ZS

U
  Данное условие графически можно пред-

ставить в виде параболы. Точки внутри параболы со-
ответствуют физическому или устойчивому решению, 
а точки снаружи – нефизическому решению. Точки, 
находящиеся на параболе, соответствуют системе на 
границе устойчивости. 

Условие (29) является строгим условием суще-
ствования режима лишь для двухузловой схемы. По-
лученное условие можно использовать в качестве 
практического критерия оценки устойчивости систе-
мы уравнений и для многоузловой схемы [23]. Мно-
гоузловую схему, состоящую из n узлов, можно пре-
образовать относительно каждого узла системы к 
двухузловой схеме (рис. 5) [23–27]. 
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Рис 5.  Преобразование многоузловой схемы: а) обобщенная многоузловая схема; б) эквивалентные двухузловые схемы 

Fig. 5.  Converting a multi-node power system: a) generalized multi-node power system; b) equivalent two-node system 

При некоторых допущениях напряжение каждого 
узла системы можно представить в виде 
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– напряжения, приведенные к 

базисному; 
*

2

б

i i
i

Z S

V
  – комплексный коэффициент, 

характеризующий состояние узла в электрической сети, 
рассчитываются для каждого конкретного узла сети [23]. 

Коэффициенты i (-индексы) могут быть вычис-
лены на основе результатов расчета метода голо-

морфного погружения. Для этого  -индексы можно 
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представить в виде функций от параметра погруже-

ния : 
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n

n n

i i i i i
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n n


            

 

Расположение i-индексов относительно параболы 

2 1

4
  R I  позволяет оценить возможность суще-

ствования системы уравнений многоузловой схемы. 
Изменение значения параметра погружения позволяет 

проследить перемещения каждого i-индекса на гра-
фике до границы устойчивости, тем самым опреде-
лить критическое значение коэффициента. 

Получим выражение для расчета коэффициентов 

функции (). Для этого осуществим голоморфное 

погружение параметра  в уравнение (31) следующим 
образом: 
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Заменяя функции комплексных переменных сте-
пенными рядами, получаем следующее выражение 
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Раскладывая суммы в (32) и приравнивая коэффи-

циенты при одинаковых степенях n
 с левой и правой 

частей равенства, получаем: 
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Из уравнений (33) можно составить общую фор-
мулу для вычисления n-го коэффициента ряда функ-

ции ():  
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Для вычисления значения параметра  рассчиты-

ваем аппроксимацию Паде =[L/M]()|=1. 
Также на графике можно визуально показать, в ка-

ких пределах располагаются модули напряжений в 
узлах. Из выражения (31) следует, что все точки од-
ного и того же модуля напряжения U', приведенного 
к напряжению базисного узла, описывают окруж-
ность радиуса U', смещенную по действительной оси 
на U'

2
 и касающуюся граничной параболы: 

2 2 2 2 2или ( ) .i

R IU e U U U        
    

Для визуального выявления узлов, напряжение в 
которых отклоняется от допустимых эксплуатацион-
ных значений, на графике можно отобразить окруж-
ности, соответствующие допустимым отклонениям. 
Точки внутри окружности соответствуют узлам с 
напряжением выше напряжения, для которого по-
строена окружность. 

Для рассматриваемой тестовой схемы рассмотрим 
два случая: нормальный и предельный режим. Вы-
полним расчет для рассматриваемого режима (рис. 3). 
Из графика на рис. 6, а видно, что точки, характери-
зующие каждый узел, располагаются в пределах па-
раболы. Это говорит о том, что система уравнений 
совместна и устойчивое решение существует. 
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Рис 6.  График визуальной оценки возможности существования режима: а) нормальный режим, Sн14=2+j1 МВ·А; 

б) предельный  режим, Sн14=36+j12 МВ·А 

Fig. 6.  Picture of visual estimation of existence of a steady-state solution: a) normal operation, Sn14=2+j1 MV·A; b) limit 

load operation, Sn14=36+j12 MV·A 
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Предельный режим получаем путем увеличения 
нагрузки в узле 14, при этом максимальное значение 
мощности, при которой режим считается методом 
Ньютона–Рафсона со стартовым алгоритмом, 
Sн14=36+j12 МВ·А. Из рис. 6, б видно, что для данно-
го предельного режима точки сдвинулась ближе к па-
раболе, часть точек практически лежит на параболе, 
что говорит о том, что режим действительно пре-
дельный. Следует заметить, что, говоря о многоузло-
вой схеме, нельзя однозначно сказать, что нарушается 
устойчивость, если хотя бы одна из точек лежит вне 
параболы. Совокупность двухузловых математиче-
ских моделей электрической сети неполно описывает 
действительное состояние реальной многоузловой 
модели: не учтены статические характеристики 
нагрузки, действие регуляторов напряжения, измене-
ние положений автоматически регулируемых пере-
ключателей ответвлений трансформаторов и т. д. По-
этому, как показали расчеты, в реальной сети режим 
может существовать в то время, когда условие (29) не 
выполняется и одна или несколько точек выходят за 
пределы параболы. Более полный анализ статической 
устойчивости необходимо выполнять по якобиану, сов-

падающему со свободным членом характеристического 
уравнения при соблюдении определенных условий [3]. 
Рассмотренный графический способ позволяет произве-
сти примерную оценку возможности существования ре-
жима, а также ориентировочно выявить слабые узлы, т. 
е. узлы, которые наиболее близко расположены к пара-
боле и изменение нагрузки и генерации в которых мо-
жет привести к нарушению устойчивости. 

В качестве дополнительного способа оценки су-
ществования системы уравнений можно применить 
анализ расположения нулей и полюсов разложения 
Паде на комплексной плоскости [28]. Из рис. 7 видно, 
что критерием приближения решения к границе 
устойчивости является приближение корней, распо-
ложенных вдоль действительной оси, к окружности 
радиуса R=1 справа. При этом самый левый корень 

по действительной оси при >0 определяет точку 
ветвления, которая характеризует предельное значе-

ние коэффициента , на которое пропорционально 
можно увеличить нагрузку и генерацию, чтобы реше-
ние существовало.  

 

Re α 

Im α

Re α 

Im α

R 

R 

 

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2 2.4 2.8 3.2

1.6

1.2

0.8

0.4

0.4

0.8

1.2

1.6
1

 

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2 2.4 2.8 3.2

1.6

1.2

0.8

0.4

0.4

0.8

1.2

1.6
1

- полюса
- нули

- полюса
- нули

 
       а/a                      б/b 

Рис 7.  Расположение полюсов и нулей полиномов аппроксимации Паде функции U19(α): а) нормальный режим, 

Sн14=2+j1 МВ·А; б) предельный  режим, Sн14=36+j12 МВ·А 

Fig. 7.  Location of poles and zeros of the Padé approximants polynomials of the function U19(α): a) normal operation, 

Sn14=2+j1 MV·A; b) limit load operation, Sn14=36+j12 MV·A 

Значения нулей и полюсов аппроксиманта Паде 
зависят от вычисленных коэффициентов полиномов 
числителя и знаменателя аппроксимации Паде. При 
определённом количестве членов исходного степен-
ного ряда можно получить значения нулей и полюсов, 
по расположению которых невозможно оценить су-
ществование режима из-за их хаотичного расположе-
ния на плоскости (рис. 8, а). Применяя регуляриза-
цию при вычислении коэффициентов полинома зна-
менателя аппроксимации Паде, согласно формуле 
(28), можно улучшить решение. При этом значения 
нулей и полюсов будут зависеть от выбранного пара-

метра регуляризации  (рис. 8, б–г). Необходимо по-

добрать параметр регуляризации  так, чтобы корни 
расположились по действительной. Оптимальное зна-

чение параметра регуляризации =10
–15

, при =10
–25

 
корни отдаляются от действительной оси. 

Точка ветвления без расчета полюсов и нулей ап-
проксимации Паде может быть приближенно опреде-
лена по критерию Фабри [28] 

1

lim ,
n

i
n

n

c
R

c


  

где c0,c1,…,cn – коэффициенты функции напряжения 

i-го узла Ui()=c0+c1+…+cn
n
. 

Точки ветвления рассчитываются для каждого уз-
ла схемы, при этом в качестве предельного значения 
выбирается самое минимальное значение Ri. 

Стоит отметить, что величину max(1/Ri) можно 
рассматривать как коэффициент напряженности ре-
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жима kн, т. е. показатель запаса статической устойчи-
вости энергосистемы, численно характеризующий 
напряженность режима. При kн<1 режим существует, 
при kн=1 – режим предельный, при kн>1 – режим не 
существует. В таблице представлены результаты рас-
чета для рассматриваемой схемы. 

Заключение 

В работе представлен аналитический метод расче-
та установившихся режимов – метод голоморфного 
погружения. Рассмотренный метод существенно по-
вышает эффективность решения задачи расчета уста-
новившихся режимов распределительных сетей 

нефтегазовых месторождений. Преимуществом мето-
да является то, что для него не нужно задавать 
начальное приближение, как в классических итераци-
онных методах.  

На примере тестовой схемы показано, что по-
грешность меньше в случае, если неизвестные пара-
метры описываются сходящимися рядами. За счет 
использования аппроксимации Паде можно получить 
корректный результат с меньшей погрешностью. Ап-
проксимация Паде обеспечивает хорошее приближе-
ние вне радиуса сходимости выражения степенного 
ряда, а также ускоряет сходимость. 
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Рис. 8.  Расположение полюсов и нулей полиномов аппроксимации Паде функции U19(α) в нормальном режиме при 

n=32: а) без регуляризации; б) с регуляризацией, λ = 10–10; в) с регуляризацией, λ = 10–15; г) с регуляризацией, 

λ = 10–25 

Fig. 8.  Location of poles and zeros of the Padé approximants polynomials of the function U19(α): a)  without regularization; 

b) with regularization, λ = 10–10 ; c) with regularization, λ = 10–15; d) with regularization, λ = 10–25 

Таблица.  Оценивание существования режимов по полюсам и нулям полиномов аппроксимаций Паде 

Table.  Estimation of power system stability using poles and zeros of Padé approximants polynomials 

Режим/State Мин. полюс/Min. pole Мин. ноль/Min. zero min(Ri) max(1/Ri) 

Нормальный режим, 

Sн14=2+j1 МВ·А  

Normal operation, Sn14=2+j1 
MV·A 

1,5086 – j9,981716·10–4 1,512911 + j2,587827·10–4 1,509797 0,662341 

Предельный режим, 

Sн14=36+j12 МВ·А 
Limit load operation, 

Sn14=36+j12 MV·A 

1,005364 – j3,261143·10–3 1,00707 + j1,985935·10–3 1,003287 0,996724 
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Нефизическое решение, 

Sн14=37+j13 МВ·А 
Non-physical solutions,  

Sn14=37+j13 MV·A 

0,98805 – j3,242884·10–3 0,989631 + j1,953492·10–3 0,985943 1,014257 

 
Метод открывает новые возможности анализа со-

стояний энергосистем, решения проблемы существо-
вания, множественности решения и анализа устойчи-
вости за счет использования концепций применения 
алгебраических кривых и комплексного анализа. 

Предложенные уравнения голоморфного погружения 
не учитывают статических характеристик нагрузки. 
В дальнейшем планируется расширить модель с уче-
том статических характеристик нагрузки. 
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To effectively solve the problems of operational dispatch control of the operating modes of the unified power system, its individual power 
systems and power districts, in particular, oil production power districts, it is required to carry out calculations of the established modes of 
electrical networks. In addition, along with the calculations of steady-state regimes, it is important to study the stability of the power grid 
operation. The convergence and rate of convergence of widely used iterative methods for calculating steady-state modes depend on many 
operating and design factors determined by the network and mode parameters, the choice of initial approximations, and the method for 
specifying the initial data. Therefore, the development of new methods that make it possible to calculate all steady-state regimes are of 
significant practical interest. One of the promising techniques is the holomorphic imbedding method. In this method, the unknown parame-
ters of the nodes are represented in the form of holomorphic functions, which can be written in the form of power series, the coefficients of 
which are calculated using recurrent expressions, and the problem is reduced to finding the coefficients of the power series. In a previously 
published article by the authors, the method is considered for a circuit with load nodes. For a complete correct analysis of the modes of re-
al power systems, it is necessary to show how to calculate for generating units. The paper presents recurrent expressions for calculating 
the unknown coefficients of the holomorphic functions of the unknown parameters of the system of steady-state equations for the load and 
generator nodes. The expressions obtained, in contrast to those proposed in the works of other authors, are more general. The principle of 
forming a matrix equation for finding unknown coefficients with the division of complex parameters into real and imaginary parts is shown. 
A method for obtaining converging power-law in some cases is proposed. On the example of a test power system, the advantage over the 
Newton–Raphson method is shown. We consider the question of evaluating the existence of a solution to the system of equations of the 
steady state for a multinode network based on a sigma-graph. An approach is proposed to determine the indicator of the static stability 
margin of the power system, based on the Fabry criterion. 
The aim of the research is to apply the analytical method of holomorphic imbedding to calculate an electrical circuit  containing load and 
generator units; to evaluate the influence of the number of calculated power series coefficients on the accuracy of the obtained solution, 
and also to consider ways to increase the numerical accuracy of the solution, consider the question of evaluating the existence of a solu-
tion to the system of equations of the steady state for a multi-node network based on the analysis of power series. 
Methods: Taylor expansion, analytic continuation, Padé approximation, solving algebraic equations by the recursive method. 
Results. Using the example of a scheme with a poorly conditioned Jacobi matrix, in which the Newton–Raphson method does not con-
verge from a flat start, the advantage of the holomorphic immersion method is shown. The influence of the number of members of the 
power series on the calculation error is shown. For the considered scheme, a graphical estimate of the existence of a solution to the sys-
tem of equations is performed. 
Conclusions. For load and generator nodes, the unknown parameters can be represented as holomorphic functions, which can be written 
down as a Taylor series, the coefficients of which are calculated using recurrent expressions. Partial consideration of shunts to the ground 
in the diagonal elements of the matrix of successive conductances makes it possible to obtain converging power series in some cases. 
The considered graphical method for assessing the possibility of the regime existence allows us to make a rough estimate. Unlike classical 
iterative methods, an initial approximation is not specified for the holomorphic immersion method. 
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Power system, steady-state process, stability, nonlinear equations, holomorphic immersion, Padé expansion, convergence. 
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