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Актуальность исследования продиктована необходимостью разработки математических моделей СВЧ-нагрева и МВ-сушки 
влажных материалов для получения технологически оптимальных и экономически выгодных режимов. Настоящая публикация 
является продолжением статей тех же авторов в «Известия Томского политехнического университета. Инжиниринг георе-
сурсов», в которой с помощью математического моделирования подробно был изучен процесс на первой и второй стадиях 
сушки – стадии прогрева, когда теплообмен между поверхностью влажного тела и окружающей средой осуществляется за 
счет радиации и конвекции, а СВЧ-энергия поглощается поверхностным слоем из-за малой еѐ глубины проникновения, а так-
же стадии постоянной скорости сушки. Построены асимптотические решения этой нелинейной задачи для малых и больших 
значений безразмерного времени, востребованные инженерной практикой, как для параметрического анализа, так и для про-
ведения оперативных расчетов. Подход, связанный с рассмотрением третьей стадии – стадии падающей скорости сушки, 
основан на установлении базового уравнения сушки, которое обеспечивает взаимосвязь между теплообменом и влагообме-
ном с помощью критерия Ребиндера. 
Цель: постановка задачи третьего этапа СВЧ-сушки влажного материала – этапа падающей скорости сушки – и реализация 
теоретического решения по определению распределения температурного поля по толщине слоя и величины скорости сушки. 
Объектом исследования является плоский слой влажного материала – уголь, песок, древесина и др. капиллярно-пористые мас-
сивы, на которые воздействует СВЧ-излучение. Такие материалы обладают высокой диэлектрической проницаемостью и как 
следствие весьма эффективно поглощают СВЧ-излучение, которое почти на 100 % преобразуется в тепловую энергию.  
Методы исследования связаны с математическим моделированием, в основе которых лежат уравнения электродинамики 
Максвелла и тепловлагопереноса А.В. Лыкова. В данной статье при оценке параметров тепловлагопереноса учет теплооб-
мена ведется более детально, нежели массообмена. Также одной из особенностей данной задачи электромагнитной сушки 
является рассмотрение материалов с малой глубиной поглощения, в силу чего в системе уравнений для нагрева источнико-
вый член находится в граничном условии. 
В результате исследований были определены температура и влагосодержание подсушиваемого тела в режиме падающей 
скорости сушки, получены расчетные соотношения аналитического характера для малых и больших параметров времени. 
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конвекция, уравнение тепловлагопереноса А.В. Лыкова, стадия падающей скорости сушки. 

 
Введение 

Известно, что СВЧ-излучение представляет собой 
электромагнитные волны с частотой от 300 МГц до 
30 ГГц, с длиной волны от 1 мм до 1 м. Практически 
до недавнего времени использование микроволновой 
энергии как в промышленности, так и в быту было 
ограничено из-за дороговизны СВЧ-техники [1–4]. 
Усовершенствование технологий производства мик-
роволновых приборов привело к широкому распро-
странению устройств на основе СВЧ-энергии, в каче-
стве которых выступают микроволновые печи, спут-
никовые антенны, сотовые смартфоны и др. Особо 
востребовано СВЧ-излучение для генерации тепла и 
электромагнитной сушки [5–12]. Физика нагрева 
микроволнами связана, прежде всего, с воздействием 

электромагнитного излучения на полярные молекулы, 
главным образом воды, которые под воздействием 
высокочастотного внешнего электрического поля 
начинают активно колебаться, затрагивая соседние 
молекулы. В результате чего происходит регулируе-
мый диэлектрический нагрев, температура материала 
повышается. За счет фазового перехода «вода–пар» 
идет обезвоживание, возникают градиенты темпера-
туры и влагосодержания, направления которых сов-
падают, что интенсифицирует сушку [13, 14]. 

Исключительная роль в процессе электромагнит-
ной сушки принадлежит такому свойству материала, 
как диэлектрическая проницаемость. Главная особен-
ность поведения данной характеристики заключается 
в том, что еѐ максимум достигается при частотах, 
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соответствующих СВЧ-диапазону. Изменение уровня 
диэлектрической проницаемости сильнейшим обра-
зом зависит от влажности. Его величина составляет 
для сухих материалов порядка нескольких единиц, а с 
повышенной влажностью – порядка сотни единиц. 
Такое поведение диэлектрической проницаемости не 
только обеспечивает удаление влаги из продукта, но и 
выравнивает влажность по объему [15–18]. На дан-
ный момент с помощью микроволнового излучения 
решаются актуальные задачи в таких отраслях про-
мышленности, как химическая, строительная, дерево-
обрабатывающая, энергетическая и др. В области про-
изводства стройматериалов СВЧ-технологии приме-
няются при изготовлении кирпича, а также в процессах 
сушки древесины, лекарственных растений и т. д. 

Перейдем к рассмотрению заключительной стадии 
сушки – стадии падающей скорости. Важно отметить, 
в периоде падающей скорости интенсивность тепло-
обмена qn и интенсивность сушки jn непрерывно 
уменьшаются по времени. Важнейшими критериями 
для этой стадии выступают теплообменный и массо-
обменный критерии Кирпичева [19, 20] 
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Между Kiq(t) и Kim(m) для данной стадии суще-
ствует связь в следующей критериальной форме 
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 – критерий Ребиндера. 

Ниже будут построены асимптотические решения 
нелинейной задачи тепло-влагопереноса для малых и 
больших безразмерных времен Fo. При этом исполь-
зуется следующее свойство интегрального преобра-
зования Лапаса. Большим значениям параметра пре-
образования Лапласа s соответствуют малые значения 
Fo, и наоборот – малым значениям параметра преоб-
разования s соответствуют большие значения Fo. 

Задача периода падающей скорости сушки для из-
менений полей безразмерной температуры и влагосо-
держания выглядит следующим образом:  
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где введены следующие критерии тепловлагопереноса:  
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критерий Поснова;

критерий Ребиндера;

теплообменныйкритерий Кирпичева;

массообменныйкритерий Кирпичева.
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Асимптотика для малых чисел Фурье  
(больших значениях параметра преобразования 
Лапласа s) 

Представим решение задачи в изображениях (1)–(6) 
через передаточные функции: 
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где P1, P2, M1, M2 – передаточные функции. Представим 
их в виде разложения по большому параметру s в виде:  
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Также введем обозначения:  
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Представим (1) в изображениях по Лапласу:  
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Найдем ,L LU  : 

Дифференцируя (7), имеем:  
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Подставляя (10) в (9), запишем:  
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Группируя члены, получим следующие уравнения:  
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Для первого члена разложения можно записать си-
стему:  
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Решая систему (11), имеем (12):  
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Аналогично для 0 получаем систему (13): 
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решением которой является (14):  
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В итоге с учетом первого члена разложения для 
изображения температуры и связь KiqL

 
и KimL 

имеем:  
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Данное решение можно представить в следующем 
виде: 
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(15)

 

При больших s:  
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Найдем обратное преобразование Лапласа от 
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Для нахождения оригинала от (15) воспользуемся 
теоремой о свертке:  
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Для раскрытия интеграла разложим Kiq() в ряд 
Тейлора: 

 ( ) ( ) ( ) ...q q qKi Ki Fo Fo Ki Fo    
 

Также учтем:  
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В результате получим 
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Проводя дальнейшее интегрирование, запишем 
температурную асимптотику для малых чисел Фурье 
с учетом первого члена разложения  
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Подставляя X=1, получим уравнение четвертой 
степени для поверхностной температуры (16): 
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(16) 

В итоге действительный положительный корень 
данного уравнения можно записать так 
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Зная граничную температуру, окончательно мож-
но определить температурное распределение для ма-
лых чисел Фурье с учетом первого члена разложения:  
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Асимптотика при больших Fo (малые значения  
параметра преобразования Лапласа s) 

 

Представим решение L(X,s) через передаточные 
функции Р1 и Р2 (17) 

1 2( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ),L qL mLX s Ki s P X s Ki s P X s      (17) 

которые разложим в ряд по малому параметру s (18), 
(19) 

2

1 0 1 2( , ) φ ( , ) φ ( , ) φ ( , ) ...P X s X s s X s s X s     (18) 

2

2 0 1 2( , ) ψ ( , ) ψ ( , ) ψ ( , ) ...P X s X s s X s s X s  
 
(19)

 

Аналогично для U(x,s) выразим (20) 

1 2( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )qL mLU X s Ki s M X s Ki s M X s 
   

(20) 
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и представим передаточные функции М1 и М2 также в 
виде разложений в ряд по малому параметру s (21), (22) 

2

1 0 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ...M X s X s s X s s X s    
 
(21)

 
2

2 0 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ...M X s X s s X s s X s    
 
(22)

 

Подставляя данные разложения в основное урав-
нение (9) и приравнивая коэффициенты при одинако-
вых степенях s, имеем следующую систему для опре-

деления сомножителей 0, 0, 1, 1 … 

0φ 0;
         

(23)
 

1 1 0φ φ 0;Y 
                     

(24)
 

0ψ 0;
         

(25)
 

1 1 0ψ ψ 0.Y 
                      

(26)
 

Данные системы уравнений второго порядка при 
интегрировании требуют задания двух граничных 
условий для нахождения двух констант интегрирова-
ния. Первая константа найдѐтся из условия симметрии.  

 0φ (0, ) 0;s                        
(27)

 

1φ (0, ) 0;s 
                   

(28)
 

0ψ (0, ) 0;s 
                    

(29)
 

1ψ (0, ) 0.s 
                  

(30)
 

Вторую константу найдем из следующего инте-
грального условия:  
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Решая систему (23)–(26) с учетом (27)–(30) и  
(31)–(34), имеем асимптотику решения с учетом двух 
членов разложения: 
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Используя известную для стадии падающей ско-
рости сушки связь между теплообменным и массооб-
менным критерием Кирпичева (36) 
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Представим (35) в следующем виде: 
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Для расчета по (37) вначале необходимо определить 

температуру на поверхности при х=1 (1,Fo)=w. По-
лагая в (37) х=1, получим интегральное уравнение 
Вольтерра II рода (38) 
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(39)

 

Раскрывая интеграл (39), можно записать оконча-

тельное решение для w в элементарных функциях (40) 
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(40) 

где F1 имеет вид  

 

 
 

 

 

 

   

1 3

4

1
3 4
4

2 1

4

3

4
2

11

44

11

44

3
4

4
2

1
( )

4

2 1 Arctan

1

4

w

w

w

w

w

F

Ki Sk Bi Sk

Sk
Sk Bi z

Ki Sk Bi

Sk Bi z

Log Ki Sk Bi Sk

Log Ki Sk Bi Sk

Ki Sk Bi z Log Ki Sk Bi Sk

  

 

  
    

 
    


   

   

       
                 



         

.


















 

Зная теперь температуру поверхности можно рас-
считать и полное распределение температуры по се-
чению пластины по зависимости (37). 

Для оценки влагосодержания необходимо знать за-
висимость между массообменным критерием Кирпичева 
и временем. Ее получение вызывает определенные 
трудности. Чтобы обойти их, нами принят следующий 
подход. Поле температур в третьей части, как и в двух 
предыдущих частях статьи, исследуется более детально. 
Влагосодержание изучается менее подробно, для чего 
привлекаются наиболее апробированные практикой 
экспериментально-корреляционные связи между опре-
деляющими параметрами. В результате имеем (41) 

2 2
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m m
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где  – относительный коэффициент сушки, 1/%; N – 
скорость сушки, %/с; W – текущее влагосодержа-
ние, %; W0 – начальное влагосодержание, %; Wp – 
равновесное влагосодержание, %. 

Переход от II стадии к III фиксируется достижени-
ем пластиной критического влагосодержания Wкр и 
равенством скоростей сушки, то есть (42) 

.
II III

dw dw

dt dt


  

(42) 

В итоге имеем выражение для критического вла-
госодержания (43) 

1/к

pкр
,

1 β

A
W W W

 
    

          (43) 

где А, , к – коэффициенты сушки; W , Wp – среднее 

текущее и равновесное влагосодержание, кг/кг. 
Равновесие влагосодержания пластины, соответ-

ствующее параметрам окружающей среды, определя-
ется по известному уравнению Ленгмюра (44). 

 
0,5

p

φ
( 273) .

φ
cW D E T

F

 
     

           (44) 

Здесь D, E, F – постоянные, зависящие от матери-

ала;  – относительная влажность среды. 
Для III стадии скорость сушки определяется по 

формуле Г.К. Филоненко [21] (45). 

к

p

p

( )
.

( )III II

W Wdw dw

dt dt A W W




 
        

(45)

 

Заключение 

В режиме падающей скорости сушки температура 
и влагосодержание подсушиваемого тела определя-
ются взаимосвязью внутреннего и внешнего тепло-
массообмена. В рассматриваемом в статье случае это 
требует интегрирования нелинейной системы постав-
ленных уравнений. Получить расчетные соотношения 
приближенно-аналитического характера удалось по-
строением асимптотических приближений для малых 
и больших чисел Фурье. При этом дополнительно 
использована связь между теплообменным и массо-
обменным критерием Кирпичева через критерий Ре-
биндера. В итоге тепловая часть задачи доведена до 
интегралов, которые выражаются через элементарные 
функции. В работе процесс переноса тепла учитывал-
ся более детально, чем массы. Сама скорость сушки 
определена по аппроксимационной формуле Г.К. Фи-
лоненко, в которой равновесное влагосодержание 
определено по уравнению Лентмюра. 

Исследование и постановка задачи для стадии 
падающей скорости сушки выполнены в рамках 
государственного задания ИТ СО РАН, поиск 
приближенных аналитических решений выполнен за счет 
гранта РФФИ (№ 17-08-00752).  
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The relevance of the research is dictated by the need to develop mathematical models of microwave heating and MV-drying of wet mate-
rials to obtain technologically optimal and cost-effective modes. This publication is a continuation of the articles of the same authors in The 
Bulletin of the Tomsk Polytechnic University. Geo Assets Engineering, in which using the mathematical modeling, the authors have studied 
in details the process at the first and second stages of drying – the heating stage, when heat exchange between the surface of a wet body 
and the environment occurs due to radiation and convection, and microwave energy is absorbed by the surface layer owing to its small 
penetration depth, as well as the stage of constant drying rate. The authors constructed the asymptotic solutions of this nonlinear problem 
for small and large values of dimensionless time, which are demanded by engineering practice, both for parametric analysis and for per-
forming operational calculations. The approach associated with the consideration of the third stage – the stage of the falling drying rate, is 
based on determination of the basic drying equation, which provides the relationship between heat transfer and moisture exchange using 
the Rebinder criterion.  
The aim of the research is to state the problem of the third stage of microwave drying of a wet material – the stage of a falling drying rate, 
and to implement a theoretical solution to determine temperature field distribution over the layer thickness and the drying rate.  
The object of the research is a flat layer of wet material – coal, sand, wood, etc. capillary-porous arrays, which are affected by microwave 
radiation. Such materials have a high dielectric constant and, as a result, very effectively absorb microwave radiation, which is almost 100 % 
converted to thermal energy. 
The research methods are associated with mathematical modeling, which are based on the equations of Maxwell’s electrodynamics and 
heat and moisture transfer by A.V. Lykov. In this article, when assessing the parameters of heat and moisture transfer, heat transfer ac-
counting is conducted in more details than mass transfer. One of the features of this problem is the consideration of materials with a small 
depth of absorption, whereby the source term in the system of equations for heating is in the boundary condition.  
The temperature and moisture content of the body to be dried were determined in the mode of the falling drying speed, the calculated 
analytical ratios for small and large parameters of time were obtained. 

 
Key words:  
Microwave radiation, electromagnetic drying, capillary-porous array, heat radiation, convection,  
A.V. Lykov heat-moisture transfer equation, stage of falling drying speed.  

 

The statement of the problem and the solution for the stage of falling drying rate were performed within the framework of the 
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