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Для того чтобы обеспечить требуемый уровень надежного функционирования объектов нефтедобычи, необходимо обра-
щать внимание на условия эксплуатации энергосистемы. Это важно, если принять во внимание, что для добычи нефти и 
газа необходимы достаточно мощные источники энергии, которые существенно влияют на режим работы электросети. 
При этом актуальным является задача расчета установившихся режимов электрической сети, питающей объекты нефте-
добычи. Расчеты установившихся режимов имеют большое практическое значение для обеспечения эффективного и без-
опасного управления режимами работы нефтяных и газовых предприятий, являются важными при проектировании электри-
ческих сетей, питающих объекты нефтегазовых предприятий. Однако применение классических итерационных методов 
расчета установившихся режимов, таких как метод Гаусса–Зайделя и Ньютона–Рафсона, не всегда позволяет найти пра-
вильное решение системы нелинейных уравнений, описывающих установившиеся режимы работы сети, так как сходимость 
данных методов зависит от начальных приближений. В работе предлагается аналитический метод расчета установивших-
ся режимов электрических сетей, описываемых нелинейными уравнениями. Метод основан на аппроксимации Паде и методе 
возмущений. Приводятся преимущества метода перед известным методом итераций Гаусса–Зайделя и Ньютона–Рафсона. 
Приводятся примеры решения задач электроэнергетических сетей, и обсуждаются недостатки предлагаемого метода. 
Рассматриваются проблемы устойчивости. 
Цель: применить аналитический метод голоморфного погружения для расчета двух и трехузловой энергетической схемы; 
сравнить возможности метода с другими альтернативными методами; исследовать ограничения метода голоморфного 
погружения и показать область его работы. 
Методы: разложение Тейлора, аналитическое продолжение, решения алгебраических уравнений рекуррентным методом, 
бесконечные дроби. 
Результаты. Рассмотрены примеры использования метода голоморфного погружения для двух и трех PQ узловых схем, и 
показаны недостатки метода голоморфного погружения. Проведено сравнение метода голоморфного погружения с альтер-
нативными методами.  
Выводы. Аналитический метод голоморфного погружения обладает рядом преимуществ: физической наглядностью, про-
стотой алгоритмической реализации, заключающейся в рекуррентных соотношениях для коэффициентов разложения иско-
мой функции в ряд Тейлора. Разложенная в ряд функция является голоморфной, что позволяет осуществлять ее аналитиче-
ское продолжение и получить желаемую точность решения.   
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Введение 

Для добычи нефти и газа необходимы достаточно 
мощные источники энергии. В связи с этим возника-
ют вопросы допустимых электроэнергетических ре-
жимов работы нефтяных и газовых месторождений. 
Для того чтобы обеспечить требуемый уровень 
надежного функционирования процессов нефтедобы-
чи, необходимо обращать внимание на условия экс-
плуатации энергосистемы. При этом актуальной яв-
ляется задача расчета установившихся режимов (УР) 
электрической сети, питающей объекты нефтедобычи. 
Расчеты установившихся режимов имеют большое 
практическое значение для обеспечения эффективно-
го и безопасного управления режимами работы 
нефтяных и газовых предприятий, являются важными 
при проектировании электрических сетей для нефте-
газовых предприятий. Наряду с расчетами УР важ-
ными являются вопросы исследования устойчивости 
работы энергосети. Нарушения устойчивости приво-

дят к торможению и отключению электроприемников 
объектов нефтегазовой отрасли [1–4]. Поэтому работа 
посвящена расчету УР электрических сетей и вопро-
сам устойчивости функционирования энергосети.  

Особенности электроэнергетических систем за-
ключаются в том, что расчет УР производится с по-
мощью нелинейных алгебраических уравнений. Для 
решения нелинейных уравнений применяют прибли-
женные итерационные методы, позволяющие опреде-
лить решение системы уравнений с заданной точно-
стью [3–7]. В течение многих десятилетий для реше-
ния систем нелинейных алгебраических уравнений 
использовались такие итерационные методы, как ме-
тод Гаусса–Зайделя и метод Ньютона–Рафсона. Ме-
тод Гаусса–Зайделя прост в реализации и требует 
мало памяти ЭВМ, но имеет неудовлетворительную 
сходимость к решению. Метод Ньютона–Рафсона 
обладает на порядок лучшей сходимостью (квадра-
тичной), однако при этом в вычислительном отноше-
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нии он требует большего объема памяти ЭВМ [3–7]. 
Существует также множество модифицированных ме-
тодов, основу которых составляют вышеперечисленные 
методы. Наибольшее распространение получил метод 
Ньютона–Рафсона, который применяется в большинстве 
современных программных комплексов расчета режи-
мов, как отечественных, так и зарубежных.  

Хотя итерационные методы широко применяются, 
у них имеются недостатки. В частности, итерацион-
ный процесс зависит от начальных приближений, при 
этом итерационный процесс может расходиться, а 
также возможна сходимость к решениям, не имею-
щим физического смысла. Кроме того, одной из ос-
новных проблем является возможное расхождение 
итерационного процесс, даже если решение суще-
ствует. Данная проблема часто встречается при рас-
чете режимов, близких к предельным [3–7]. 

С интенсивным развитием математики последнее 
время большое внимание уделяется аналитическим 
методам решениям нелинейных задач, в частности для 
их решения был предложен неитерационный метод 
голоморфного погружения (ГП), основанный на ком-
плексном анализе. Важной особенностью данного ме-
тода является однозначность решения: метод теорети-
чески гарантированно сходится к решению независимо 
от начального приближения. Первым на возможность 
аналитического решения обратил внимание испанский 
исследователь Антонио Триас (Antonio Trias) [8]. Им 
было предложено использовать метод ГП для решения 
задачи расчета режимов электроэнергетических систем. 
Метод обладает наглядностью анализа происходящих 
процессов, простотой и изяществом.  

Описание метода голоморфного погружения 

Суть метода заключается в том, что в нелинейное 
уравнение вводится дополнительная комплексная 

координата – параметр погружения , позволяющая 
преобразовать искомое решение в голоморфную 
функцию [9]. Искомое решение разлагается в ряд 

Тейлора по параметру погружения . В этой части 
метод ГП напоминает известный метод разложения 
решения по малому параметру возмущения [10]. В 
зависимости от желаемой точности удерживается 
соответствующее число членов разложения. Посколь-
ку полученное решение является голоморфной функ-
цией, то можно осуществить ее аналитическое про-
должение, используя аппроксимацию Паде по пара-

метру  [11–14]. При этом увеличивается радиус схо-
димости искомого решения, что позволяет улучшить 
желаемую точность решения. Для получения искомо-

го решения вместо параметра погружения  нужно 
подставить единицу. Простота метода заключается и 
в том, что нелинейное уравнение заменяется систе-
мой линейных рекуррентных уравнений, что легко 
реализуется алгоритмически. Как показано в [8, 14], 
важной особенностью метода ГП является однознач-
ность решения: «если решение существует, то это 
соответствует фактическому состоянию работы энер-
госистемы, если решения нет, значит, в системе лави-
на напряжения» [8]. 

Устойчивость двухузловой энергосистемы 

Чтобы судить об эффективности работы того или 
иного метода расчета энергосистемы, необходимо 
сформулировать соответствующие критерии. В этом 
разделе рассмотрим вопросы устойчивости на приме-
ре энергосистемы с двумя узлами и приведем пример 
решения задачи аналитическим методом. Метод 
наглядно показывает границу устойчивости, области 
устойчивости и неустойчивости. При увеличении 
мощности нагрузки, при фиксированном значении 
напряжения шины генератора и сопротивления связи, 
происходит утяжеление режима работы энергосисте-
мы. Утяжеления можно добиться и увеличением со-
противления связи. В математическом смысле утяже-
ление режима работы энергосистемы означает при-
ближение решения нелинейного уравнения, описы-
вающего энергосистему, к границе устойчивости. 
Если решения находятся за границей устойчивости, 
это значит, что в энергосистеме происходит лавина 
напряжения и, следовательно, решения не имеют фи-
зического смысла, однако в математическом смысле 
они существуют. Аналитический метод хорош тем, 
что решения, полученные этим методом, могут быть 
использованы для верификации альтернативных ме-
тодов расчета и позволяют явно демонстрировать их 
преимущества и недостатки. В частности, при при-
ближении к границе устойчивости метод Ньютона–
Рафсона решение начинает расходиться. А метод ГП 
выдает некорректные решения из-за наличия ложных 
нулей в знаменателе Паде разложения. 

В приведенной схеме (рис. 1) величины Z – сопро-
тивление связи, S – мощность, потребляемая нагруз-
кой, U1 – напряжение на шинах генератора известны, 
нужно определить V.  

U 1 V

I

S=P+jQ

Z=R+jX

1 2

 
Рис. 1.  Двухузловая однолинейная схема электропередачи 

Fig. 1.  Two bus one-line transmission system diagram 

Запишем уравнение для определения неизвестного 
напряжения V, предполагая, что напряжение для U1 
является действительной величиной.  

Мощность в узле 2 определяется выражением 
S=I

*
V. Где * – означает комплексное сопряжение. 

Проделав определенную последовательность дей-
ствий, получим уравнение для определения напряже-
ния в узле 2 

*
* 1 1

*
.

U V U V
S I V I V P jQ

Z Z

 
     

 



Известия Томского политехнического университета. Инжиниринг георесурсов. 2020. Т. 331. № 4. 115–125 
Исаев Ю.Н., Кабалин Д.А. Голоморфное погружение как аналитический метод расчета электрических сетей нефтяных и ...  

 

117 

Упростив выражение, можно получить квадратное 
уравнения относительно неизвестной величины V: 

     

   

* 2

1 1U V V P jQ R jX V VU

PR QX j QR PX

       

     

или 

     2 2

1 .r iV V VU PR QX j QR PX      
 

И, наконец, получаем, изменяя все знаки и учиты-
вая, что V=Vr+jVi 

   

   

2 2

1

.

r i r iV V U V jV

PR QX j QR PX

   

      

Из последнего уравнения получаем систему урав-
нений, введя новые обозначения 

   

   

 

2 2

1

2 2

1

2 2

1

1

,

.

0.

r i

r i r i r i

r i r r

r r i ri
i

PR QX QR PX

V V U V jV j

V V U V

V U V
V

U

 

 



 

      


    

   


     
 



 

Для действительной части искомого напряжения 
Vr получаем решение, учитывая, что напряжение ге-
нератора в относительных единицах U1=1, 

   2 2 2

2

0, 1 4 ;

1 1 1
.

2 4 2 4

r r i r i r

r r i

V V D

D
V

   

 

      

     

 

С учетом его мнимой части можно получить вы-
ражение для комплексной величины V=Vr+jVi  

21 1
.

2 4
r i r i iV V jV j        

 

Очевидно, что множество возможных решений 
определяется подкоренным выражением 

2 21 1
0, или .

4 4
r i r i          

Графически это можно представить в виде парабо-
лы. На левом графике рис. 2 приведены области, раз-
деленные параболой. 

Область существующего физического или устой-
чивого решения – точки, которые находятся в преде-
лах параболы. Область несуществующего действи-
тельного решения (нефизические решения), неустой-
чивые решения, – точки за пределами параболы. Точ-
ки, находящиеся на параболе, дают корни, находящи-
еся на границе устойчивости, – этот случай соответ-
ствует двум одинаковым корням. На правом графике 
приведено соответствие между границей устойчиво-
сти и корнями действительной части напряжения Vr. 
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существующие 

решения

Граница 
Устойчвости

Граница 
Устойчвости

r

D=0

D>0

D<0

Не 
существующие 

решения

Im(Vr)

Re(Vr)

Область
существующих 

решений

Область
не 

существующих 
решений

0.4 0.2 0 0.2

0.6

0.4

0.2

0.2

0.4

0.6

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.4

0.2

0.2

0.4

Устойчивые
решения

Устойчивые
решения

i

  
а/a                                                                       б/b 

Рис. 2.  Картина расположения корней по отношению к границе устойчивости: а) разделения области на устойчи-

вую и неустойчивую подобласти; б) годограф корней действительной части напряжения по отношению к 

границе устойчивости 

Fig. 2.  Picture of roots location with respect to the stability boundary: a) division of the region into a stable and unstable 

subdomains; b) real part of voltage locus with respect to the stability boundary 

Пример использования метода голоморфного погру-
жения для двухузловой схемы 

Приведем пример использования метода ГП для 
двухузловой схемы, представленной на рис. 1, в кото-
рой требуется определить напряжения шины V с 

нагрузкой, потребляющей мощность S=P+jQ, при 
условии, что напряжение узла генератора известно – 
U1=1.  

Запишем полную мощность для нагрузки через 
ток и искомое напряжение и приведем решение мето-
дом голоморфного погружения.  
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 Учитывая, что напряжение генератора в относи-
тельных единицах U1=1, получаем 

   *
1 , , .r iV PR QX QR PX

V


        

 Осуществим голоморфное погружение уравнения 

по параметру  
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Будем искать решения в виде разложения в ряд 
Тейлора 
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Первые коэффициенты разложения определяются 
из соотношения  

0 0(0) / (0) 1, 1, 1.V V d c  

 Остальные коэффициенты разложения определя-
ются c помощью разложения Паде [11–14] соотноше-
нием типа свертки: 

1

0

,
n

n k n k

k

d d c






 
  

(3)

 

которые получаются приравниванием коэффициентов 
при равных степенях выражения  
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 В развернутом виде (3) имеет вид 
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 Учитывая дополнительное выражение, получаю-
щееся в результате приравнивании коэффициентов 
при одинаковых степенях в (1) 

 

 

2 3 4 5

1 2 3 4 5

* * 2 * 3 * 4 * 5

1 2 3 4 5

1 ....

1 1 .... ,

c c c c c

d d d d d

    

     

     

      

 

получаем коэффициенты разложения искомой функ-
ции 
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Представим полученные коэффициенты в ряд 
Тейлора (2)  
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Для увеличения радиуса сходимости представим 
последнее выражение в виде разложения Паде, как 
отношение двух рациональных функций: 
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числитель ( )A   и знаменатель ( )B   которого по-

линомы степени L и M соответственно. Для степеней 
полиномов выполняется соотношение L+M=N. Здесь 

N – степень исходного полинома V(). По условию 
теоремы Шталя [15, 16], наилучшая сходимость обес-
печивается, если степени полиномов числителя и 
знаменателя одинаковы, то есть L=M. Такой вид раз-
ложения Паде называется диагональным. Преобразу-
ем исходное выражение в произведение 
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и, приравнивая коэффициенты при одинаковых сте-
пенях, получаем различные представления диаго-
нального разложения Паде  
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Приведем числовые значения коэффициентов раз-
ложения Паде искомого напряжения V для схемы 
рис. 3, если заданы условия в относительных единицах: 
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Подставив в разложение Паде вместо  единицу, 
получим значения искомого напряжения 
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Следует заметить, что различные приближения 
Паде можно получить, представляя уравнение (1) в 
виде бесконечной дроби, последовательно подставляя 

выражение V() в себя. Такое представление решения 
называется представлением Висковатого: 
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В частности, обрывая бесконечную дробь на 4-й 
ступени, после упрощения можно получить представ-

ление Паде [2/2]V() 
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Рис. 3.  Пример расположения точек из табл. 1 отно-

сительно границы устойчивости 

Fig. 3.  Example of arrangement of points from table 1 rela-

tive to the stability boundary 

Сравнение результатов методов 

Сведем в табл. 1 все рассчитанные значения ис-
комого V напряжения при различном разложении 
Паде, методом Ньютона–Рафсона и аналитическим 
методом. 

Таблица 1.  Результаты расчета коэффициентов степенных рядов 

Table 1.  Results of calculation of power series coefficients 

Случай/Case  

Z=0,1+j0,2 

Нагрузка/Load  

P+jQ о.е. 
V=|V|ej V=[3/3] V=[4/4] V=[6/6] 

V-Ньютон–Рафсон  

Newton–Raphson 

Точное значение  

Exact value 

1 0,7+j0,26 
|V| 0,84685 0,84683 0,84683 0,8495 0,8495 

 –7,73564 –7,73657 –7,73662 –7,73662 –7,73662 

2 0,8+j0,5 |V| 0,7492 0,7488 0,7487 0,7487 0,7487 

   –8,4326 –8,446 –8,448 –8,448 –8,448 

Граница устойчивости  

Stability boundary |V| 0,4584 0,2955 0,7712 
Расходится  

Diverges 

0,5002 

3 1,2+j0,624 
 

 – 20,3427 –25,9667 – 9,0324 –1,7254 

Нефизические решения  

Non-physical solutions |V| 0,835 0,4069 0,7237 Расходится  

Diverges 

0,7524 

4 1,5+j0,9 
 –5,8181 –19,853 –9,6968 –48,3552 
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Пример использования метода голоморфного  
погружения для трехузловой схемы 

Приведем пример использования метода ГП для 
трехузловой схемы (рис. 4). В представленной схеме 
узел 1 – балансирующий узел, узлы 2 и 3 – узлы PQ-
типа. Мощность нагрузок равна S2=50+j15MB‧A и 
S3=45+j25MB‧A. Сопротивления ветвей равны 
Z12=0,03+j0,13 o.e., Z13=0,01+j0,08 o.e., Z23=0,05+j0,2 
o.e. Проводимости на землю  Yc12=Yc13=Yc23=j0,01 o.e. 
Расчет будем вести в относительных единицах, счи-
тая, что базисная мощность SБ=100MB‧A. 

 

Z12
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S2
S1

U2U1

U3

21

3

Z23Z13
1/2(Y21 +Y23)=Ysh2

1/2(Y31+Y32)= Ysh3

1/2(Y31 +Y21)=Ysh1

 
Рис. 4.  Трехузловая однолинейная схема электропередачи 

Fig. 4.  Three bus  one-line transmission system diagram 

Запишем общее узловое уравнение в форме балан-
са токов для узла PQ-типа: 

*

*
1

n
i

ij j

j i

S
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 ,   (4) 

где Yij – элементы матрицы узловых проводимостей; 
Si=Sгi–Sнi – результирующая комплексная мощность, 
входящая в i-й узел; 

iU  – напряжение узла i. Левую 

часть равенства (4) можно представить в следующем 
виде [17–19]: 
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где Yi sh – суммарная проводимость на землю узла I; 
Yij tr

 
 – элементы матрицы узловых проводимостей без 

учета проводимостей на землю в диагональных эле-
ментах. Переносим слагаемое с проводимостями на 
землю в выражении (5), в правую часть равенства и 
осуществляем голоморфное погружение уравнения в 
комплексную плоскость путем встраивания ком-

плексного параметра . В результате получается сле-
дующее выражение [17–19]:  
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Так как теперь напряжения являются голоморф-
ными функциями, зависящими от комплексной пере-

менной , их можно разложить в ряд Тейлора 
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Подставим (7) и (8) в равенство (6), получим сле-
дующее выражение 
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Задача сводится к нахождению коэффициентов 
ряда, удовлетворяющих уравнению (6). Для решения 

задачи введем функцию W
*
(*

) обратную 
* *( ),iU   ко-

торую также можно разложить в степенной ряд: 
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Подставим (10) в (9) и получим 
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Для того чтобы определить неизвестные коэффи-

циенты функции W(), воспользуемся равенством  

W
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)=1 или W()U()=1. Распишем функции, 
входящие в данное равенство  

2

2

( [0] [1] [2] ... [ ] )

( [0] [1] [2] ... [ ] ) 1.

n

n

W W W W n

U U U U n

  

  

    

     

       
(12)

 

В правой части равенства (12) открываем скобки и, 
приравнивая коэффициенты при одинаковых степе-
нях с обеих сторон уравнения, получаем  

[0] [0] 1

1
[0] ;

[0]

[0] [1] [1] [0] 0

[0] [1]
[1] ;

[0]

[0] [2] [1] [1] [2] [0] 0

[0] [2] [1] [1]
[2] .

[0]

W U

W
U

W U W U

W U
W

U

W U W U W U

W U W U
W

U

  

 

    


  

      

  
  

 

Анализируя полученные уравнения, можно запи-
сать общее выражение для вычисления n-го коэффи-

циента ряда функции W() для каждого n≥1: 

1

0

[ ] [ ]

[ ] , 1.
[0]

n

k

W k U n k

W n n
U







  



  

(13) 

Таким образом, для узла PQ-типа неизвестный n-й 

коэффициент функции напряжения U() может быть 
найден по известным (n–1)-м коэффициентам по вы-
ражению 

* *

1

[ ] [ 1] [ 1].
n

ij tr j i i i sh i

j

Y U n S W n Y U n


        (14) 

Выражение (11), (14) можно представить в мат-
ричном виде  
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[ ] .   * *

ij tr shY U[n] S W [n 1] Y U[n 1]
       

(15)
 

Здесь [Yij tr]
 
–  матрица узловых проводимостей 

без учета проводимостей на землю в диагональных 
элементах и с учетом балансирующего узла; U[n] – 
вектор-столбец n-х коэффициентов степенных функ-

ций Ui()
 
напряжений в узлах; S

*
 – вектор-столбец 

задающих мощностей в узлах; W
*
[n–1] – вектор-

столбец (n–1)-х коэффициентов степенных функций 

Wi(), обратных функциям напряжений в узлах; Ysh – 
вектор-столбец суммарных проводимостей на землю. 

Для удобства уравнение (15) представим в виде  

[ ] , ij trY U[n] I[n 1]
 

где I[n–1]=S
*
W

*
[n–1]–YshU[n–1] – вектор-столбец (n–

1)-х коэффициентов задающих токов в узлах. 
Формируем матрицу узловых проводимостей  

3,224 19,601 1,685 7,303 1,538 12,308

1,685 7,303 2,862 11,999 1,176 4,706 .

1,538 12,308 1,176 4,706 2,715 17,004

j j j

Y j j j

j j j

     
      
 
     

 

Рассчитываем матрицу задающих мощностей в узлах 

0

0,5 0,15 .

0,45 0,25

S j

j

 
   
 
  

 

Рассчитываем матрицу суммарных проводимостей 
на землю  

0,01

0,01 .

0,01

sh

j

Y j

j

 

 
 
 

 

Формируем матрицу узловых проводимостей без 
учета проводимостей на землю в диагональных эле-
ментах с учетом того, что узел 1 является балансиру-
ющим 

1 0 0

1,685 7,303 2,862 12,009 1,176 4,706 .

1,538 12,308 1,176 4,706 2.715 17,014

trY j j j

j j j

 
      
 
     

 

Начальное значение (0-й коэффициент) напряже-
ний в узлах принимаем равным единице 

1

[0] 1 .

1

U

 

 
 
 

 

Тогда 0-е коэффициенты функций Wi(), обратных 
функциям напряжений в узлах, 

1
1

[0] 1 .
[0]

1

W
U

 
  
 
 

 

Находим вектор-столбец задающих токов в узлах 
при n=0 

0

[0] 0,5 0,14 .

0,45 0,24

I j

j

 
   
 
  

 

Рассчитаем вектор-столбец 1-х коэффициентов 

степенных функций напряжений U() в узлах 

0

[1] [ ] 0 0,0301 0,0522 .

0,025 0,039

U j

j



 
    
 
  

1

ij trY I[ ]
 

Используя формулу (10), рассчитываем матрицу 

1-х коэффициентов функций W(), обратных функци-

ям напряжений U()
 
в узлах 

0

[1] 0,03 0,052 .

0,025 0,039

W j

j

 
  
 

 

 

Аналогично рассчитываем следующие коэффици-
енты, используя (13). Достаточная точность ε=10

–5
 

достигнута после расчета 4-го коэффициента степен-
ного ряд. Результаты расчета представлены в табл. 2.  

Таблица 2.  Результаты расчета коэффициентов сте-

пенных рядов напряжений. Напряжения 

приведены в относительных единицах 

Table 2.  Results of calculation of voltage power series 

coefficients. Voltages are given in relative units 

n U1[n]
  

U2[n]
  

U3[n]
  

0 1 1 1 

1 0 –0,03–j0,052
 

–0,025–j0,039
 

2 0 –3,516‧10–3–j3,378‧10–5 –2,381‧10–3–j1,496‧10–5 

3 0 –2,07‧10–4–j4,097‧10–6 –1,325‧10–4–j2,966‧10–6 

4 0 –2,324‧10–5–j3,866‧10–7 –1,42‧10–5–j3,562‧10–7 

 
Таким образом, функции напряжений во втором и 

третьем узлах, представленные в виде степенного 
ряда, имеют следующий вид 

2

3 5 2

4 6 3

5 7 4

3

3 5 2

4 6 3

( ) 1 ( 0,03 0,052)

( 3,516 10 3,378 10 )

( 2,07 10 4,097 10 )

( 2,324 10 3,866 10 ) ;

( ) 1 ( 0,025 0,039)

( 2,381 10 1,496 10 )

( 1,325 10 2,966 10 )

( 1,42

U j

j

j

j

U j

j

j

 







 





 

 

 

 

 

    

     

     

    

    

     

     

  5 7 410 3,562 10 ) .j    

 

Данные функции могут быть представлены в виде 
аппроксимантов Паде порядка [2/2] 

2

2

2

3

2

2

( )

1 ( 0,118 0,0031) (0,000172 0,000212)
;

1 ( 0,0879 0,0491) ( 0,00152 0,00287)

( )

1 ( 0,109 0,0052) (0,000259 0,00031)
.

1 ( 0,0844 0,0442) ( 0,00119 0,00251)

U

j j

j j

U

j j

j j



 

 



 

 



    


     



    


     

 

Подставляя значение =1, получаем искомое ре-
шение 

3,094

2

2,294

3

о.е.,(1) 0,9662 0,0522 0,9676

(1) 0,9724 0,039 0,9732 о.е.

j

j

U j e

U j e





  

  
 

Результаты расчета совпадают с результатами рас-
чета методом Ньютона–Рафсона, полученными в ПК 
«RastrWin3» и MATPOWER (табл. 3). 
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Таблица 3.  Сравнение результатов расчета. Напряже-

ния приведены в относительных единицах. 

U=Vej 

Table 3.  Comparison of calculation results. Voltages are 

given in relative units. U=Vej 

№
 у

зл
а 

B
u

s 
n

o
. 

Метод голоморф-

ного погружения 

Holomorphic 

embedding method 

RastrWin3 MATPOWER 

V 
δ, градусы 

degree 
V 

δ, градусы 

degree 
V 

δ, градусы 

degree 

1 1,0000 0,0000 1,0000 0,0000 1,0000 0,0000 

2 0,9676 –3,0936 0,9676 –3,0936 0,9676 –3,0936 

3 0,9732 –2,2942 0,9732 –2,2942 0,9732 –2,2942 

Заключение 

В работе представлен аналитический метод ГП, 
обладающий рядом преимуществ перед известным 
методом Ньютона–Рафсона: 

 физической наглядностью; 

 простотой алгоритмической реализации, заклю-
чающейся в рекуррентных соотношениях для ко-
эффициентов разложения искомой функции в ряд 
Тейлора; 

 разложенная в ряд функция является голоморф-
ной, что позволяет осуществлять ее аналитическое 
продолжение, аналитическое продолжение позво-
ляет получить желаемую точность. 
Авторы работы привели примеры использования 

метода ГП для двух- и трехузловых схем. 
К недостаткам метода следует отнести: 

 неудовлетворительную работу при приближении к 
границе устойчивости за счет появления ложных 
нулей знаменателя в разложении Паде искомого 
решения. При приближении к границе устойчиво-
сти алгебраические уравнения для определения 
коэффициентов разложения решения становятся 

плохо обусловленными. Поэтому следует приме-
нять методы регуляризации решения.  
В последнее время появились работы, позволяю-

щие получать аналитические решения на границе 
устойчивости [20]. Это происходит за счет дополни-
тельного пересчета решения, с новыми стартовыми 
значениями, форсирующего процесс схождения к 
решению и позволяющего осуществлять аналитиче-
ское продолжение вдоль особым образом выбранного 
выреза в комплексной плоскости. 

 отсутствие четкого критерия приближения реше-
ния к границе устойчивости. 
Существуют работы, в которых предлагается фор-

мировать критерий приближения к границе устойчи-
вости на основе расположения нулей и полюсов раз-
ложения Паде на корневом годографе [21, 22]. Корни 
разложения решения в ряд Тейлора располагаются по 
окружности, радиус которой определяется критерием 
Каши–Адамара.  

1/ 2

1 2

1
lim ( ) 1 ... .

n n

n n
n

c V c c c
R

   


     
. 

По отклонению корней и полюсов разложения Па-
де от действительной оси можно судить о наличии 
ложных корней в разложении, а следовательно, и о 
сходимости решения. Если решения приближаются к 
границе устойчивости, то корни приближаются к 
окружности радиуса, определяемого критерием Фаб-
ри с внутренней стороны [21, 22] 

2

1 2

1

lim , ( ) 1 ... .
n n

n
n

n

c
R V c c c

c
   




     

 

Таким образом, приближение корней к окружно-
сти радиуса R может служить индикатором прибли-
жения решения к границе устойчивости. 
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In order to ensure the required level of reliable operation of oil production, it is necessary to pay attention to the operating conditions of the 
power system. This is important if we take into account that for oil and gas extraction the powerful sources of energy that significantly affect 
the mode of operation of the power grid are needed. In this case, the urgent task is to calculate the steady-state modes of the oil 
production electric network. The calculations of the established modes are of great practical importance to ensure efficient and safe 
management of the operating modes of oil and gas enterprises, and are important in the design of electrical networks for oil and gas 
enterprises. However, the application of classical iterative methods for calculating steady-state regimes, such as the Gauss–Seidel and 
Newton–Raphson methods, does not always allow finding the right solution, since the convergence of these methods depends on initial 
conditions. The method is based on the Padé approximation and the perturbation method. The paper demonstrates the disadvantages and 
the advantages of the proposed method over the well-known Gauss–Seidel and Newton–Raphson iteration method and the examples of 
solving the problems of electric power chains. The problems of sustainability are considered. 
The aim of the research is to apply the analytical method of holomorphic embedding to calculate two and three nodal energy schemes; 
compare the capabilities of the method with other alternative methods; investigate the limitations of the holomorphic embedding method 
and show the area of its work. 
Methods: Taylor expansion, analytic continuation, solving algebraic equations by the recurrent method, infinite fractions. 
Results. The authors gave the examples of using the holomorphic embedding method for two and three PQ nodal circuits, and showed the 
shortcomings of the holomorphic embedding method. The holomorphic embedding method is compared with alternative methods.  
Conclusions. The analytical method of holomorphic embedding has several advantages: physical visibility; the simplicity of the algorithmic 
implementation consisting in recurrence relations for the coefficients of the expansion of the desired function in a Taylor series. The 
function laid out in a series is holomorphic, which allows analytic continuation of a function to obtain the desired accuracy of solution. 
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