
Введение
В настоящее время в геологоразведке происхо�

дит переход от простого вертикального бурения к
управляемому горизонтально�вертикальному бу�
рению. Создание таких установок невозможно без
различных датчиков, которые необходимы для
определения положения бура. При этом использу�
емые сенсоры должны иметь возможность работы
при сверхвысоких температурах и значительных
уровнях вибрации.

Разведка и добыча полезных ископаемых, в
частности газа и нефти, в последнее время стано�
вится все более высокотехнологичной отраслью.
Это связано с целым рядом факторов. Во�первых,
экологические нормы постоянно ужесточаются, а
их нарушение жестко пресекается. Во�вторых, на�

иболее легкодоступные месторождения, залегаю�
щие неглубоко под поверхностью земли, встреча�
ются все реже. В�третьих, организация геологора�
зведки и бурения глубоких шахт оказывается до�
статочно дорогостоящим мероприятием. В итоге
поиск новых глубоко расположенных месторожде�
ний требует увеличения объемов бурения на фоне
роста стоимости работ и при постоянном давлении
со стороны экологов. Это привело к тому, что тра�
диционное вертикальное бурение начинает усту�
пать место высокотехнологичному и управляемо�
му горизонтально�вертикальному бурению. Чтобы
реализовать данную технологию добычи углеводо�
родов, необходимо создать управляемый интел�
лектуальный бур, который содержит механиче�
скую часть, различные датчики, передатчик дан�
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Актуальность. В связи с тем, что разведка полезных ископаемых – высоко технологичный процесс, актуальным является созда<
ние методов построения новых математических моделей, наиболее близко учитывающих истинную работу элементов микро<
электромеханических систем. Микроэлектромеханические системы – перспективные приборы современной микросистемной
техники, интенсивно и динамично развивающегося научно<технического направления. Эти системы характеризуются уникально
малыми массой и габаритами, низким потреблением электроэнергии, возможностью функционирования в жестких условиях эк<
сплуатации и на несколько порядков меньшей стоимостью, чем их традиционные аналоги.
Цель работы: построение математической модели, наиболее полно отражающей реальную работу приборов микроэлектроме<
ханических систем. Для этого следует учитывать большие перемещения, нелинейную зависимость между напряжениями и де<
формациями, ударные нагрузки, температурные поля. Создание численных методов, которые позволят рассматривать распре<
деленные механические структуры как системы с бесконечным числом степеней свободы. Анализ характера сложных нелиней<
ных колебаний разработанных математических моделей. Выявление областей неустойчивого решения рассматриваемых эл<
ементов резонаторов микроэлектромеханических систем, связанных с хаотическими колебаниями.
Методы: вариационные методы, численные методы сведения уравнений в частных производных к задаче Коши – метод конеч<
ных разностей 2<го порядка точности; решение задачи Коши методами типа Рунге–Кутта; методы качественного исследования
нелинейной динамики: Фурье, вейвлет анализа, сечение Пуанкаре, фазовый портрет.
Результаты исследования и выводы. Установлено, что переходные процессы зависят от геометрических и физических пара<
метров оболочки, частоты вынуждающих колебаний и некоторых других параметров, т. е. единого сценария перехода колеба<
ний из гармонических в хаотические нет. Характер колебаний существенно зависит от интенсивности деформаций. Выявлено,
что наиболее часто встречающимся сценарием является сценарий Рюэля–Такенса. Для некоторых значений кривизны получены
модификации этого сценария.
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Нелинейная динамика, оболочки, геометрическая нелинейность, физическая нелинейность.



ных, систему управления. Создание такого устрой�
ства – это вызов не только для создателей фрез, но
и для создателей электроники. Это связано с нали�
чием сразу нескольких проблем, основными из ко�
торых являются высокие уровни вибрации и
необходимость работы при повышенных темпера�
турах. Например, постоянная рабочая температу�
ра во время работы в скважине достигает 150 °С,
при этом возможны скачки и до более высоких
температур. Для позиционирования бура необхо�
димо наличие различных датчиков: гироскопов,
магнитометров и акселерометров. К сожалению,
именно традиционные сенсоры микроэлектроме�
ханических систем (МЭМС) достаточно чувстви�
тельны к температуре и вибрациям. Например,
для акселерометров температура негативно влияет
на точность измерений, а постоянные внешние ви�
брации приводят к деградации измерительных
ячеек. В худшем случае может возникать резо�
нанс, который приводит к ложным показаниям.
Еще одним разрушительным фактором при буре�
нии является наличие ударных нагрузок.

МЭМС содержит электронную схему, механи�
ческие узлы и чувствительный элемент, выполнен�
ные в виде одного компонента с использованием
технологических приемов, применяемых в произ�
водстве микросхем, т. е. МЭМС дополняет элек�
тронную схему датчиком и исполнительным меха�
низмом – актюатором. Любая управляющая систе�
ма осуществляет контроль над объектом с помо�
щью управляющих сигналов, а ответное взаимо�
действие осуществляется с помощью сигналов об�
ратной связи [1]. МЭМС имеют аналогичную
структуру: сенсорная подсистема, актюаторная
подсистема и подсистема анализа информации и
принятия решений. Сенсорная подсистема служит
для измерения состояния контролируемого объек�
та, которое осуществляется посредством передачи
электрического сигнала в ответ на изменение ка�
кой�либо величины в системе. Актюаторная под�
система, наоборот, осуществляет воздействие на
объект управления: при подводе к системе энергии
реализует управляемое движение [2]. Относитель�
ное отставание в методах создания измерительной
и исполнительной подсистем является препят�
ствием на пути дальнейшего усовершенствования
МЭМС [3]. Таким образом, создание методики рас�
чета и проектирования механических компонен�
тов МЭМС является актуальной задачей. Проекти�
руемые конструкции должны удовлетворять тра�
диционным требованиям прочности, долговечно�
сти, надежности, а также специфическим требова�
ниям быстродействия, обеспечения требуемых
контактных усилий и отсутствия дребезга [4].

Актюаторы в виде тонких биметаллических эл�
ементов активно используются в современных тех�
нических устройствах. Наибольшее распростране�
ние получили биметаллические актюаторы в форме
ламели, пластинки, и разного вида оболочек. Отме�
тим, что теорией деформации элементов в форме
осесимметричных пологих оболочек и пластин за�

нимались многие отечественные и зарубежные ис�
следователи. Вопрос об устойчивости пологой биме�
таллической арки рассмотрен С.П. Тимошенко [5].
Влияние температуры на устойчивость чувстви�
тельного элемента термостата в форме пологого би�
металлического сферического диска было исследо�
вано в работе W.H. Wittrickа [6]. Общая теория би�
металлических упругих тонкостенных оболочек на
основе гипотезы Кирхгофа–Лява для случая малых
перемещений и деформаций изложена в работах
Э.И. Григолюка [7–13]. Работы С.С. Гаврюшина и
др. [14–19] посвящены расчету термобиметалличе�
ских чувствительных элементов. В них изложена
методика анализа прохлопывающих под воздей�
ствием температурной и механической нагрузок
тонкостенных осесимметричных оболочек на осно�
ве многопараметрического подхода, позволяющего
рассматривать задачи о больших прогибах и иссле�
довать закритическое поведение. Предложена но�
вая конструкция термобиметаллического актюато�
ра в виде осесимметричного пологого купола с
язычком U�образной формы. Реализация движе�
ния является основным свойством актюаторов, по�
этому на практике возникает необходимость учи�
тывать большие прогибы, а также использовать ма�
териалы, упругие свойства которых не позволяют
применять классический закон Гука. Все это при�
водит к рассмотрению нелинейных соотношений
между деформациями и перемещениями (геоме�
трическая нелинейность), а также между деформа�
циями и усилиями (физическая нелинейность).

Особый раздел теории колебаний оболочек
представляет исследование их нелинейных коле�
баний. При этом наибольший интерес при рассмо�
трении зависимости прогиба от нагрузки вызывает
неустановившийся, переходный процесс движе�
ния оболочки от ее регулярных колебаний к пол�
ной потере устойчивости. Такой процесс обычно
заключает в себе скачкообразные переходы (би�
фуркации) от установившегося движения одного
типа к некоторому другому движению, при дости�
жении определенного критического значения на�
грузки. Обзор результатов исследований свойств
переходных процессов в колебаниях нелинейных
систем опубликовал T. Kapitaniak [20], где постро�
ены отображения Пуанкаре и типы фазовых траек�
торий с различными вариантами неустойчивости.
P.J. Holms [21] подробно исследовал хаотические
движения слегка выпученного стержня, подвер�
гающегося боковому синусоидальному возмуще�
нию. F.C. Moon [22] установил, что гармонически
вынужденное движение выгнутого стержня отчет�
ливо демонстрирует хаотический характер. Би�
фуркационные механизмы перехода к хаосу в
сложных колебаниях балок под действием квази�
периодического нагружения проанализированы в
статье Yagasaki Takao [23]. N.S Abhyankar и др.
[24] предложили новый метод численного реше�
ния дифференциальных уравнений в частных про�
изводных, на основе которого провели компьютер�
ные эксперименты для выявления закономерно�
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стей перехода к хаосу в колебаниях балочных
структур. U''. Lepik [25] пытался выяснить возмож�
ность хаотических реакций в осесимметричных
колебаниях упруго�пластических цилиндриче�
ских оболочек. В большинстве проведенных ком�
пьютерных экспериментов установившиеся коле�
бания имели регулярный характер. Han Qiang и
др. [26] провели анализ нелинейных колебаний
упругой цилиндрической оболочки и нашли кри�
тические условия возникновения хаотического
движения. Исследованию потери устойчивости
цилиндрических панелей посвящена работа [27].
В работе [19] предложена методика расчета на
устойчивость анизотропных оболочек вращения с
произвольной формой меридиана при нелинейном
докритическом состоянии. В работе [28] исследует�
ся устойчивость сжатой в своей плоскости одно�
родной пластины, лежащей на упругом основании.

Сравнению различных моделей, использую�
щихся для определения собственных частот чув�
ствительного элемента микромеханических гиро�
скопов на этапе их проектирования, посвящена ра�
бота [29]. Монография [30] посвящена обобщению
результатов по хаотической динамике нелиней�
ных механических конструкций, находящихся
под действием полей различной природы. В рабо�
тах С.А. Мицкевич и др. [31, 32] были исследова�
ны установившиеся колебания балочных МЭМС�
резонаторов в вязкой среде и рассмотрена динами�
ка гибких балок при действии ударных нагрузок с
учетом белого шума. Нелинейная динамика вибра�
ционных микромеханических гироскопов (ММГ)
исследована в работе [33] на примере расчета ба�
лочного резонатора с начальной неправильностью
с учетом геометрической нелинейности. Постро�
ению математической модели и исследованию не�
линейных колебаний вращающегося микромеха�
нического гирочувствительного элемента в виде
ортотропной круглой пластины, зажатой в ее цен�
тре, посвящена работа [34]. Исследованию хаоти�
ческой динамики осесимметричных оболочек и
контактного взаимодействия механических струк�
тур, связанных через краевые условия, посвяще�
ны статьи [35–38].

На основании обзора публикаций, посвящен�
ных условиям возникновения хаотических движе�
ний для элементов оболочечных и балочных струк�
тур, можно сделать вывод, что математические мо�
дели нелинейных колебаний элементов МЭМС в
виде прямоугольных в плане геометрически и фи�
зически нелинейных пологих оболочек не рассма�
тривались. Изучению таких явлений посвящена
настоящая статья.

Основные допущения и гипотезы
Рассмотрим пологую прямоугольную в плане

оболочку с размерами a, b, h вдоль осей x1, x2, x3 со�
ответственно. Для пологой сферической оболочки
стрелу подъема, выраженную в её толщинах, лег�
ко определить, зная безразмерный параметр кри�
визны [39] k1 или k2–f=k1/8.

Начало координат расположено в левом верх�
нем углу оболочки в ее срединной поверхности, оси
x1, x2 параллельны сторонам оболочки, ось x3 на�
правлена внутрь кривизны (рис. 1). В указанной
системе координат оболочка, как трехмерная
область , определяется как:

Срединная поверхность обозначена как

Рис. 1. Геометрические параметры оболочки

Fig. 1. Geometric parameters of the shell

Обозначим перемещения вдоль осей x1, x2, x3 че�
рез u1, u2, u3 соответственно, причем u3=u3(x1,x2).
Все компоненты перемещения считаем значитель�
но меньшими характерного размера оболочки в
плане. Деформации срединной поверхности 11, 22,
12 предполагаем пренебрежимо малыми по срав�
нению с единицей, но это не означает, что связь
между перемещениями и деформациями должна
быть линейна.

Математическая модель оболочки строится на
основе гипотез Кирхгофа–Лява, при этом геоме�
трическая нелинейность учитывается по Карману.

Физические соотношения примем в виде [40]:

(1)

здесь k, G – модули объемного сжатия и сдвига; e0 –
средняя деформация; (ei) – функция сдвига;
(e0) – функция удлинения. Согласно данным [39],
примем (e0)=1.

Используя гипотезу плосконапряженного со�
стояния и гипотезу Дюгамеля–Неймана, связь
между напряжениями и деформациями запишем в
виде:

(1,2)


(2)

где ei – интенсивность деформаций; E,  – модуль
Юнга и коэффициент Пауссона;  – приращение
температуры; T – коэффициент линейного тепло�

вого расширения; T0 –

начальная температура.
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Предположим, что то есть прираще�

ние температуры  столь мало, что все термоупру�
гие константы материала в формулах (1) и (2) мож�
но считать постоянными и независящими от тем�
пературы.

Сведение трехмерной задачи 
термоупругости к двумерной
Введем интегральные характеристики напряжений:

(3)

Подставляя (1) в (3), интегрируя последние со�
отношения по x3 от –h/2 до h/2 и проводя ряд пре�
образований получим:

(4)

(5)

где

Разрешая соотношения (4) и (5) относительно
деформации срединной поверхности, получим

Согласно теории малых упруго пластических де�
формаций, функция сдвига =(ei) определяется из 

соотношений откуда получаем

Здесь i(ei) – зависимость интенсив�

ности напряжений от интенсивности деформаций.

Вариационная формулировка задачи
Для получения исходных уравнений использу�

ем вариационный принцип Био [41]:

(6)

здесь V, D, K – вариации обобщенной свобод�
ной энергии, диссипативной функции и кинетиче�
ской энергии соответственно; F–0, u–0 – поверхност�
ная сила и перемещение; n– – внешняя нормаль;
A – ограничивающая тело поверхность. Вектор
смещения энтропии S– связан с приращением эн�
тропии s, в единице объема, по закону [41]:

Для понижения кратности интегралов в (6)
проинтегрируем неиспользованные члены по x3 от
–h/2 до h/2. Пренебрегая членами u

..
1, u

..
2, учитывая

(1) и (3) и то, что 33=0, получим:

(7)
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здесь  – коэффициент демпфирования среды; q –
интенсивность поперечной нагрузки.

Преобразуем первый интеграл справа в (8):

(10)

Из полученных соотношений можно вывести
динамические уравнения связанной нелинейной
задачи теории пологих оболочек. Уравнения могут
быть получены в двух видах: в перемещениях и в
смешанной форме. Для получения численных ре�
зультатов используем второй вид динамических
уравнений – уравнений в смешанной форме.

Дифференциальные уравнения теории гибких 
геометрически и физически нелинейных 
микрооболочек в смешанной форме
Для получения исходных дифференциальных

уравнений в смешанной форме вводим функцию
усилий F известным образом.

Проводя в преобразованном выражении (8) ин�
тегрирование по частям и варьирование, учитывая
то, что контурные интегралы в (9) сократятся с
контурными интегралами, полученными в ходе
преобразования (10), и учитывая (7), мы от вариа�
ционного принципа (6) переходим к системе из
трех дифференциальных уравнений: уравнения
теплопроводности, уравнения движения микро�
оболочки и уравнения совместности деформаций:

(11)

(12)

(13)

где – коэффициент температуропроводно�

сти; L(*,*) – известные нелинейные операторы.
Подчеркнутые слагаемые являются членами, учи�

тывающими физическую нелинейность материа�
ла. При их отбрасывании система уравнений
(11)–(13) описывает физически линейную связан�
ную задачу термоупругости гибких пологих микро
оболочек в смешанной форме в температурном по�
ле. К полученной системе уравнений необходимо
присоединить начальные и граничные условия.

Безразмерные дифференциальные уравнения 
теории гибких пологих микро оболочек с учетом 
связанности полей температуры и деформации
Искомую систему дифференциальных уравне�

ний (11)–(13), используя теорию подобия и размер�
ности, приводим к безразмерному виду с помощью:

(14)

Система уравнений (16)–(18) при помощи пре�
образования (19) приводится к безразмерному ви�
ду (черточки над безразмерными переменными
для сокращения записи опущены):

(15)
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(17)

В качестве начальных условий примем нулевое
распределение прогибов и скоростей прогиба обо�
лочки, в начальный момент времени t=0:

(18)

Граничным условием для уравнения теплопровод�
ности (15) является полная теплоизоляция оболочки:

(19)

где n – нормаль к границе области .
В качестве граничных условий для (16), (17) ис�

пользуем условия шарнирного опирания на гибкие
нерастяжимые (несжимаемые) в касательной пло�
скости ребра. 

(20)

Метод решения задачи нелинейной динамики 
гибких физически нелинейных прямоугольных 
в плане пологих оболочек
Уравнения в частных производных (15)–(20)

сводятся к задаче Коши и к системе алгебраиче�
ских уравнений относительно F методом конечных
разностей с аппроксимацией O(h2) по простран�
ственным координатам.

При решении системы уравнений был исполь�
зован следующий алгоритм. Используя найденные
на предыдущем шаге по времени значения wij,
T11ij, T22ij, T12ij, решалась система алгебраиче�
ских уравнений относительно величин Fij методом
Гаусса. Полученные величины Fij и найденные на
предыдущем шаге по времени значения M11ij,
M22ij, M12ij подставлялись в дифференциальные
уравнения (16), (17), после чего производилось ин�
тегрирование этих уравнений по времени методом
Рунге–Кутта 4�го порядка.

Далее в каждой точке тела вычисляется интен�
сивность деформаций

и при помощи известной для данного материала
зависимости i(ei) определяется значение интен�
сивности напряжений i. Функция сдвига 

используется для вычисления нели�

нейных членов, которые будут использованы для
расчетов на следующем шаге по времени.

На первом шаге по времени, вследствие началь�
ных условий, все нелинейные члены равны нулю.

Численные результаты
Исследуем нелинейные колебания геометриче�

ски и физически нелинейных пологих оболочек на
прямоугольном плане при действии поперечной
знакопеременной нагрузки. Рассмотрим колеба�
ния диссипативной системы (=1) в виде квадрат�
ной в плане (=a/b=1) сферической оболочки, со�
вершающей колебания под действием равномерно
распределенной поперечной нагрузки интенсивно�
сти q=q0sinpt.

Оболочка изготовлена из сплава АМц и имеет
следующие геометрические и физические параме�
тры: a=b=0,1 м, h=0,89·10–3 м, E=69 Гпа, =0,3,
=2800 кг/м3, a/h=10. Зависимость i(ei) аппрок�
симирована билинейной диаграммой:

Рис. 2. Диаграмма i(ei)

Fig. 2. Diagram i(ei)

Возникновение остаточных деформаций не
учитывается, т. е. рассматривается физическая
нелинейность, при которой траектории нагрузки
(сплошная линия со стрелкой) и разгрузки (пунк�
тирная линия со стрелкой) совпадают (рис 2). До
настоящего времени не исследован вопрос о связи
динамического критерия потери устойчивости с
характером колебаний и видом траектории нагруз�
ка–разгрузка.

Для изучения характера колебаний была взята
оболочка под действием знакопеременной нагруз�
ки с частотой, совпадающей с собственной линей�
ной частотой колебаний оболочки, и частотами,
находящимися в окрестностях собственной линей�
ной частоты. Определить аналитически частоту
собственных колебаний в нелинейной задаче до�
вольно затруднительно. Для получения частоты
собственных линейных колебаний 0 применялся
метод Фаэдо–Галеркина.

Исследования показали, что качественная кар�
тина процесса колебаний для всех точек оболочки
практически одинакова, поэтому дальнейший ана�
лиз отнесен к ее центральной точке u3(0,5;0,5).
Описывая переходные процессы в движениях обо�
лочки, будем устанавливать вид ее колебаний с по�
мощью анализа графиков зависимостей «нагруз�
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ка–прогиб», «нагрузка – интенсивность деформа�
ций», «нагрузка–усилие». Все зависимости строи�
лись в одни и те же моменты времени, соответ�
ствующие максимальным прогибам оболочки. Ра�
спределения интенсивности деформаций для раз�
личных колебательных режимов в моменты време�
ни, соответствующие максимальным прогибам
оболочки, приведены на рисунках. Так как ра�
спределения прогибов по поверхности оболочки в
момент достижения своего максимального значе�
ния при регулярных колебательных режимах ка�
чественно похожи, то на рисунках они не приво�
дятся.

Проводилось сравнение поверхности изгибания
в различные моменты времени и интенсивности
деформаций в эти же моменты времени на верхней
поверхности оболочки x1=x2=0,5, x3=–0,5. Остано�
вимся на примере для оболочечной конструкции
k1=k2=24 с граничными условиями (25). На рис. 3, 4
выделены небольшие интервалы времени в зависи�
мости w(t) и в указанных точках построены распре�
деление прогибов w по плану оболочки и распреде�
ление интенсивности деформаций ei. Легко заме�
тить, что при действии нагрузок, когда колебания

еще сохраняют регулярную форму (рис. 3), распре�
деления w(x1,x2) и ei(x1,x2) остаются достаточно
гладкими, хотя распределение ei всегда, даже при
минимальных нагрузках, остается более слож�
ным, чем для w. Как только колебания переходят в
хаотический режим, форма распределения w и ei по
плану резко усложняется (рис. 3), образуется боль�
шое количество зон местных экстремумов. Таким
образом, совместный анализ показал, что основной
вклад в соотношение для интенсивности деформа�
ции оказывает изменение функции прогиба и ее
второй производной, т. е. изгибные деформации.

Рассмотрим оболочку с безразмерным параме�
тром кривизны k1=k2=18 и частотой вынужда�
ющих колебаний p в пределах [16;21]. Собствен�
ная линейная частота колебаний 017,6.

Зафиксировав частоту вынуждающих колеба�
ний, будем изменять величину нагрузки до по�
явления хаотических эффектов. 

При небольших нагрузках колебания носят пе�
риодический характер. Начиная с q0=10 происхо�
дит разрушение периодических колебаний. Ам�
плитуда колебаний оболочки при этом резко возра�
стает (рис. 5, 4) (здесь и в дальнейшем на рисунках
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Рис. 3. Зависимость w(t), распределения w(x1,x2) и ei(x1,x2) для случая k1=k2=24; p=14, q0=65

Fig. 3. Dependence w(t), distributions w(x1,x2) and ei(x1,x2) for the case k1=k2=24; p=14, q0=65



Известия Томского политехнического университета. Инжиниринг георесурсов. 2017. Т. 328. № 11. 83–96
Мицкевич С.А. и др. Нелинейная динамика микроэлектромеханических систем резонаторов в виде прямоугольных в плане ...

90

Рис. 4. Зависимость w(t), распределения w(x1,x2) и ei(x1,x2) для случая k1=k2=24; wp=14, q0=200

Fig. 4. Dependence w(t), distributions w(x1,x2) and ei(x1,x2) for the case k1=k2=24; p=14, q0=200

Рис. 5. Зависимость а) нагрузка – максимальный прогиб; б) нагрузка – интенсивность деформаций; с) распределение интен<
сивности деформаций по плану оболочки при частоте возбуждения p=16

Fig. 5. Dependence: a) load – maximum deflection; b) load – deformation intensity; c) distribution of deformation intensity within
the shell, at excitation frequency p=16
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будут использованы следующие обозначения: 1 –
периодические колебания ( ); 2 – периодические
колебания в режиме бифуркации удвоения периода
( ); 3 – периодические колебания в режиме би�
фуркации утроения периода ( ); 4 – двухчастот�
ные квазипериодические колебания ( ); 5 – хаоти�
ческие колебания ( ). При q0=12 происходит пол�
ная смена режима колебаний на квазипериодиче�
ские. С увеличением амплитуды колебаний q0 про�
исходит обратная перестройка системы. Рост про�
гибов оболочки значительно замедляется, интен�
сивность деформаций при этом снижается (рис. 5).
Начиная с квазипериодического режима зона наи�
большей интенсивности деформаций концентриру�
ется в центре плана оболочки. При q0=40 система
полностью возвращается в периодический режим.
Система переходит в хаос при q0=57. На рис.
5–7 пунктирные линии соответствуют режимам
колебаний при разгрузке (рис. 2), а сплошные ли�
нии – процессу активного нагружения.

Рассмотрим оболочку с частотой вынужда�
ющих колебаний, совпадающей с собственной ча�
стотой колебаний, p=0=17,6.

В данном случае периодический режим сохра�
няется до q0=70. При q0=62 происходит смена ре�
жима колебаний. Прогибы оболочки продолжают
возрастать (рис. 6), а интенсивность деформаций
начинает снижаться (рис. 6). При дальнейшем уве�
личении нагрузки происходит качественная пере�
стройка режима колебаний. Наблюдается значи�
тельное возрастание амплитуды колебаний, но ин�
тенсивность деформаций при этом продолжает па�
дать. При q0=95 начинается разрушение квазипер�
иодических колебаний, что приводит к наступле�

нию хаоса. Происходит перераспределение зон на�
ибольшей интенсивности деформаций с центра
плана оболочки на ее углы.

Увеличивая частоту до p=19, наблюдаем, что
до величины нагрузки q0=80 система находится в
режиме периодических колебаний (1�го типа). Ин�
тенсивность деформаций и амплитуда колебаний
оболочки плавно возрастают. Хотя прогибы обо�
лочки продолжают возрастать, рост интенсивно�
сти деформаций прекращается.

При амплитуде q0=113 происходит смена режи�
ма колебаний на квазипериодические. Об этом сви�
детельствуют все основные характеристики. При
дальнейшем увеличении нагрузки происходит раз�
рушение квазипериодического режима и наступа�
ет хаос. С наступлением квазипериодичности от�
мечается резкий рост прогибов и интенсивности
деформаций (рис. 7). Зоны наименьшей интенсив�
ности деформаций находятся на осях симметрии
оболочки.

Заключение
Обобщая выше приведенные результаты, мож�

но сделать следующие выводы:
1. Переходные процессы зависят от кривизны

оболочки, частоты вынуждающих колебаний и
некоторых других параметров, т. е. единого
сценария перехода нет.

2. В случае шарнирного опирания при кривизнах
k1=k2=18 в основе схемы перехода лежит сцена�
рий типа Рюэля–Такенса, т. е. через разруше�
ние квазипериодических колебаний. Но при
некоторых вынуждающих частотах наблюдает�
ся включение в указанную схему элементов
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Рис. 6. Зависимости: а) нагрузка – максимальный прогиб; б) нагрузка – интенсивность деформаций; в) распределение интен<
сивности деформаций по плану оболочки, при частоте возбуждения p=17,6

Fig. 6. Dependences: a) load – maximum deflection; b) load – deformation intensity; c) distribution of deformation intensity within
the shell, at excitation frequency p=17,6
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других сценариев (например, явление переме�
жаемости и бифуркации периодических коле�
баний).

3. Для шарнирно опертой оболочки с k1=k2=24 на�
ряду со схемой Рюэля–Такенса (с небольшими
отклонениями от нее) при некоторых значе�

ниях вынуждающей частоты переход к хаоти�
ческому движению происходит через серию би�
фуркаций периодических колебаний, но без
удвоения периода.
Работа выполнена при поддержке гранта РНФ

№ 16–19–10290.
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Рис. 7. Зависимости: а) нагрузка – максимальный прогиб; б) нагрузка – интенсивность деформаций; в) распределение интен<
сивности деформаций по плану оболочки, при частоте возбуждения p=19

Fig. 7. Dependences: a) load – maximum deflection; b) load – deformation intensity; c) distribution of deformation intensity within
the shell, at excitation frequency p=19
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The relevance. Due to the fact that mineral exploration is a high�tech process, the development of methods of constructing new mathe�
matical models, most closely taking into account the true elements of microelectromechanical systems, is important. Microelectromecha�
nical system is a promising instrument of modern Microsystems technology, intensively and dynamically developing scientific and techni�
cal direction. The systems are characterized by the unique small weight and size, low power consumption, capable of functioning in harsh
environments and the cost, which is several times lower than that of their traditional analogues.
The main aim of the study is to construct the mathematical model, which would reflect more complete the real operation of microelec�
tromechanical systems devices. To do this, one should consider large displacements, stress�strain nonlinear dependence, impact load,
temperature field. To design the numerical methods that will allow us to consider a distributed mechanical structure as a system with in�
finite number degrees of freedom; to analyze the nature of complex nonlinear oscillations of the developed mathematical models; to
identify the areas of unstable solution of the considered elements of microelectromechanical systems devices, associated with chaotic
oscillations.
The methods: variational methods, methods of mathematical physics, computational methods to reduce the equations to the Cauchy pro�
blem – the method of finite differences of the 2nd order of accuracy; solution of the Cauchy problem by the methods of Runge–Kutta;
methods of qualitative study of nonlinear dynamics: Fourier transform, wavelet analysis, Poincare section, phase portrait.
The results and conclusions. It is established that the transients depend on the geometrical and physical parameters of the shell, the
frequency of the driving oscillations and other parameters, i. e. there is no a unified scenario of transition from harmonic oscillations to
chaotic ones. The character of oscillations depends substantially on the intensity of deformation. The authors have revealed that the most
common scenario is the Ruelle–Takens one. For some values of curvature the modifications of this script were obtained.

Key words:
Nonlinear dynamics, shell, geometric nonlinearity, physical nonlinearity.
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