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Возобновляемые источники энергии, например фотогальванические элементы и ветрогенераторы, привлекают к себе все боль�
шее внимание в связи с дефицитом энергии и истощением запасов ее источников. Устройства такого типа, как правило, дают на
выходе низкие величины напряжения. Так, элементарный фотогальванический источник электропитания, на основе p�n перехо�
да, из кремния выдает ЭДС порядка 0,7 В, а на основе германия – 0,4 В. При этом возможности последовательного наращива�
ния выходного потенциала ограниченны в связи с необходимостью увеличения параллельных ветвей фотопластин. Решение
этой проблемы привело к созданию систем электропитания на основе импульсных преобразователей повышающего типа для
электростанций, работающих на основе возобновляемых георесурсов.
Актуальной является задача по улучшению показателей работы этого вида преобразователей. В частности, для определения устойчи�
вости и исследования динамики в математических моделях установок силовой электроники широкое распространение находит ме�
тод Якоби. При создании систем электропитания различного назначения использование матрицы Якоби повышает их энергетические
показатели. При этом применение функции Пуанкаре для итерационного отображения метода Якоби дает возможность изучения ре�
жимов работы преобразователя для конкретных точек после изменения параметров системы. Таким образом, матрица Якоби, явля�
ясь безразмерной величиной, позволяет линеаризовать характеристику в фиксированных точках для их анализа. Следовательно, ча�
стичное дифференцирование нелинейной структуры является одним из направлений получения конкретных значений, являющихся
характеристическим мультипликатором системы – собственными значениями матрицы.
Все исследования проводились на примере двухфазного повышающего преобразователя напряжения (ДППН) с частотно�им�
пульсной модуляцией. Особенность этой работы заключается в использовании матрицы Якоби для линеаризации нелинейных
систем при исследовании динамики, с целью нахождения устойчивых и неустойчивых зон функционирования преобразовате�
лей энергии. Такой математический подход увеличивает эффективность и надежность преобразователя напряжения путем
идентификации аномальных динамических режимов работы в устройстве, тем самым снижая потери энергии, т. е. повышается
энергоэффективность системы электропитания.
Цель: разработать альтернативный метод линеаризации с помощью матрицы Якоби для анализа устойчивости работы различ�
ных преобразователей. Схема исследуемого преобразователя предполагает накопление энергии в индуктивных элементах для
отключения при нулевом токе или нулевом напряжении. Результаты будут представлены в виде отображения Пуанкаре через
метод Ньютона–Рафсона–Якоби.
Методы: обзор технических публикаций относительно необходимости использования матриц Якоби для определения устойчи�
вости различных преобразователей. Алгоритм управления двухфазного импульсного преобразователя смоделирован в среде
программного обеспечения LTSpice и MATLAB. Анализ соответствующих характеристик ДППН включает в себя методы Якоби и
Ньютона–Рафсона. Последний имеет достаточно быструю сходимость и высокую степень точности дискретных значений. Это по�
казано ниже в режимах хаоса и бифуркации.
Результаты. Полученные характеристические мультипликаторы определяют режимы работы системы управления ДППН, разра�
ботанным на основе двухфазного импульсного преобразователя. Это позволяет выявить те параметры системы, при которых она
функционирует в нормальных или аномальных состояниях, тем самым дает возможность отделить одни режимы функциониро�
вания от других, и таким образом повысить надёжность и КПД системы.
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нелинейная динамическая система, метод Ньютона–Рафсона.



Введение
Технические решения, направленные на полу�

чение экологически чистой энергии, с каждым го�
дом приобретают всё большую значимость в связи
с увеличивающимся загрязнением окружающей
среды. Помимо этого растёт дефицит энергии, что
также привлекает внимание к возобновляемым ис�
точникам энергии. Применение различных
устройств, имеющих отношение к альтернативной
энергетике, таких как солнечные батареи или ве�
трогенераторы, приводит к необходимости разра�
ботки импульсных преобразователей постоянного
напряжения, надёжно функционирующих с тре�
буемыми энергетическими показателями в широ�
ком диапазоне входных напряжений и токов,
управляющих воздействий и нагрузок. Преобразо�
ватели такого типа обычно используются для со�
гласования уровней тока и напряжения между ис�
точником энергии и нагрузкой. Современное поло�
жение вещей, диктуемое требованиями высокой
энергоэффективности, предполагает применение
различных алгоритмов поиска точки максималь�
ной мощности, позволяющих расширить диапазон
работы преобразователя по входным и управляю�
щим воздействиям, а также нагрузке. Этот факт
требует исследования динамики разрабатываемого
устройства, поскольку такие системы являются
импульсно�модуляционными, с присущим им эф�
фектом бифуркации [1–9].

Математическая модель двухфазного 
повышающего преобразователя напряжения
В силовой электронике импульсно�модуля�

ционные системы описываются как кусочно�ли�
нейные структуры, нелинейность которых опреде�
ляется разрывными функциями, описывающими
сигналы обратной связи.

Эти сигналы определяют моменты коммутации
силовых ключей. Их переключение изменяет то�
пологию схемы преобразователя. При каждом со�
стоянии ключей схема может быть смоделирована
аналитически как линейная цепь, и это означает,
что устройство описывается кусочно�линейной си�
стемой уравнений. Подобные динамические изме�
нения структуры часто приводятся в соответ�
ствующих публикациях. Таким образом, данный
процесс связан с анализом устойчивости вышепри�
веденных устройств с использованием матрицы
Якоби. Эти матрицы играют важную роль в изуче�
нии динамических систем [10, 11]. Матрица Якоби
позволяет анализировать динамические процессы
в малой окрестности точки или орбиты равновесия
(устойчивой или неустойчивой).

Как правило, использование этого метода заклю�
чается в изучении бифуркационных явлений, кото�
рые могут произойти в преобразователях напряже�
ния. В работе представлены необходимые математи�
ческие выражения, позволяющие вычислить матри�
цу Якоби. Предположим, что дана точка равновесия
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Рис. 1. Принципиальная схема двухфазного повышающего преобразователя c частотно�импульсной модуляцией

Fig. 1. Diagram of two�phase boost DC–DC PFM converter circuit



X(nT)=X. Матрица Якоби в точке равновесия может
быть записана следующим образом

(1)

где Xk=[iL1,iL2,iL3,UC1,UC2,UC] T – входные параметры;
Pm={Uy,E0,Rн,1,2,k} – чей индекс обозначает зна�
чение Xk в начале цикла k, то есть,

Двухфазный повышающий преобразователь
(ДППН) содержит шесть реактивных элементов
(три дросселя и три конденсатора), два диода и ак�

тивную нагрузку (рис. 1). Поскольку конденсато�
ры С3 и С4 включены параллельно, при написа�
нии математических выражений полагаем, что
С=С3+С4. В табл. 1 показаны состояния параме�
тров принципиальной схемы. Когда ДППН работа�
ет в непрерывном режиме, четыре силовых ключа
могут быть описаны системами уравнений (2) и (3).

Функция переключения KF1,2(Uвых,UУ,t) опреде�
ляет тип частотно�импульсной модуляции и спо�
соб регулирования необходимых параметров. Про�
водилось большое количество исследований рабо�

( ).k kTX X

1 ( , ),m
k kf  X X
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Таблица 1. Матрицы состояния для соответствующих коммутационных функций
Table 1. State matrices for appropriate switching functions

Матрицы состояния
State matrix

Выходные матрицы 
Output matrix

VT1 VT2 VD1 VD2

KF1=1 KF2=0 KD1=0 KD2=1

В2=В1 KF1=0 KF2=0 KD1=1 KD2=1

В3=В1 KF1=0 KF2=1 KD1=1 KD2=0

A4=A2 В4=В1 KF1=0 KF2=0 KD1=1 KD2=1
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ты системы в режиме непрерывного тока [1–5].
При этом вводится допущение, что ток в соответ�
ствующих цепях VD–R–L–C никогда не падает до
нуля. В данном исследовании представлена самая
простейшая модель с функцией переключения дио�
дов VD1 и VD2 и транзисторов VT1 и VT2, находя�
щихся в противофазе. Эта коммутационная функ�
ция может быть описана двойным скаляром KF1,2;

(2)

В зависимости от состояния коммутирующих
элементов, описываемых функциями KF1, KF2, KD1,
KD2, матрица Ai системы принимает различные
значения A1, A2, A3, (A4=A2).

В табл. 1 показаны топологии схемы (рис. 1)
для каждого режима работы преобразователя при
соответствующем состоянии коммутационных
функций KF1 и KF2.

Во многих практических задачах недостаточно
изучать только непрерывные токи. Как показано в
[12–16], динамика в режиме прерывистых токов и
поведение системы в целом принципиально отли�
чаются качественно и количественно. В этой связи
необходимо рассматривать динамические процес�
сы в зоне прерывистых токов. Таким образом, при
частотно�импульсной модуляции вектор переклю�
чающей функции KF1,2(Uc,UУ,t)=f(KFVT1,2,KFVD1,2) не�
зависим от состояния диодов VD1, VD2 и транзисто�
ров VT1, VT2.

На рис. 2 представлены диаграммы переключе�
ния транзисторов при частотно�импульсной моду�
ляции (ЧИМ).

Частотно�импульсная модуляция включает в
себя изменение длины паузы (k =var), где var –
это минимальное значение 2d+, для k=1,2,... при
постоянной длительности импульса (d=const и
p=const). Формирование алгоритма работы ключе�
вых элементов при ЧИМ обычно реализуется гене�
ратором линейно�возрастающего напряжения, об�

разуя коммутационные функции, определяющие
частоту следования импульсов [7].

Рис. 2. Временные диаграммы работы частотно�импульсной
модуляция

Fig. 2. Diagram of pulse�frequency modulation time

На рис. 3 приведены временные диаграммы то�
ков (iL1,iL2,iL3) дросселей, сигнала ошибки (UОШ(X,t))
и последовательности переключения транзисторов
при ЧИМ в ДППН.

Четыре вентиля периодически изменяют своё
состояние и при математическом моделировании
работы схемы предполагается, что цепь первый
раз переключается в момент времени 

(k–1)kt<(k–1+d)k; 
второй раз 

(k–1+d)kt<(k–1+d+)k; 
третий 

(k–1+d+)kt<(k–1+d++dkk; 
четвертый 

(k–1+d++d)kt<kk, 
где k – целое; d – постоянная временных импуль�
сов; p – время паузы (постоянная величина); k –
пауза между импульсами KF1 и KF2 (переменная ве�
личина).

k

k
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Рис. 3. Временные диаграммы тока в дросселях iL1, iL2, iL3, KF1 и KF2 с функцией обратной связи UОШ

Fig. 3. Time diagrams of inductors iL1, iL2, iL3 currents, switching functions KF1, KF2 and feedback function
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Точные уравнения для ДППН, представленные
в табл. 1, могут рассматриваться как переменные
структуры, которые переключаются в зависимо�
сти от состояния диодов и транзисторов. При этом
повышающий преобразователь работает в режиме
непрерывных токов и может быть описан следую�
щей системой уравнений:

(3)

где X обозначает вектор состояния цепи, т. е.
Xk=[iL1,iL2,iL3,UC1,UC2,UC]T. Когда значение коммута�
ционной функции перемещается через четыре со�
стояния, решение системы (3) может быть получе�
но аналитически или численно [5]. Поэтапное мо�
делирование волновых форм возможно с использо�
ванием кусочной модели переключения. Характе�
ристические мультипликаторы итеративной
функции f() являются корнями  характеристиче�
ского уравнения. Устойчивости точек равновесия
ДППН зависят от траектории погрешности систе�
мы и определяются величиной собственных значе�
ний системы в них. Оценка точки равновесия ре�
шается с помощью следующего выражения

(4)

При этом для характеристического уравнения
должны выполняться условия, при которых хотя
бы один мультипликатор

а остальные ограничены.
В результате для этого мультипликатора спра�

ведливо утверждение:

(5)

Следовательно, для выражения (5) существует
момент времени, начиная с которого по крайней
мере один реальный корень  отрицательный, та�
ким образом, уравнение (4) удовлетворено усло�
виям устойчивости.

Устойчивость точки равновесия и бифуркация Хопфа
Матрица Якоби JG(X) системы строится в точ�

ках равновесия таким образом, что JG(X) является
матрицей, состоящей из итеративных функций
f(), рассчитанных в окрестностях X. Для повы�
шающих преобразователей с обратной связью по
напряжению f() может быть записана как

(6)

Тогда на основании уравнения (6) система (1)
принимает форму

(7)

Итеративная функция f() в режиме A1 записы�
вается аналогично (8), для i=1,2,3,4,5,6:

(8)

Итеративная функция f() модели в режиме
A2=A4 может быть записана как

(9)

Третья итеративная функция f() модели в ре�
жиме A3 записывается следующим образом:
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(10)

где k вычисляется из уравнения, описывающего
закон управления ЧИМ, представленного ниже

(11)

где k
minkk

max.
Определение k необходимо для того, чтобы

моделировать закон управления в зависимости от
состояния обратной связи (режим контроля напря�
жения или тока) для расчета каждого интервала
переходного и устойчивого состояния преобразова�
теля напряжения. Закон управления может быть
представлен следующим образом

(12)

Итеративное уравнение, приведенное ниже, яв�
ляется функцией от k

(13)

где k имеет начальное значение, которое находит�
ся из уравнения (11):

величина параметра =20 получена подбором из
эксперимента.

Регулирование параметров при использовании
частотной модуляции для двухфазного повышаю�
щего преобразователя напряжения контролируется
величиной паузы k. Таким образом, рабочий период
системы рассчитывается исходя из условий (11) и
вычисляется по нижеприведённым выражениям:

где  определяется как 0<<1.
Для одноциклового режима (при условии, что

X(k)=X0) уравнение записывается следующим об�
разом [14]:

(14)

Его периодические решения могут быть записа�
ны как

(15)

Таким образом, находится алгоритм управле�
ния исходя из выражений (13), (14):

(16)

Для участка k: k_minkk_max в любой момент вре�
мени для нормальной работы k записывается как

В уравнениях (15) и (16) метод подстановки ис�
пользуется для упрощения вычислений.

Введем обозначения:

и для

Тогда, выражение (15) представляется стробо�
скопическим сопоставлением следующим образом

Может быть выполнена другая подстановка,
т. е. шестая итерация записывается:

6
(4(6 ) 1) 0

6 0
1

6 6
(4(6 ) 5) 1 (4(6 ) 9) 5

0 1
2 3

6 6
(4(6 ) 13) 9 (4(6 ) 17) 13

2 3
4 5

6
(4(6 ) 21) 17 21

4 5
6

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) .

i

i

i i

i i

i i

i i

i

i

 



   

 

   

 

 



 

    

    

  



 

 



X X

 

 



1
(4 3)

6 0
6

2
(4 3) (1) 0 (1) 0 (1) 0 0

6

3
(4 3) (5) 1 (5) 1 (5) 1 1

6

4
(4 3) (9) 2 (9) 2 (9) 2 2

4
6

5
(4 3) (13) 3 (13) 3 (13) 3

6

( )[ ]

( )[ ]

( )[ ]

( )[ ]

( )[

i

i

i
u u

i

i
u u

i

i
u u

i

i
u u

i

v 






























 

     

     

     

   











X X

V V V V

V V V V

V V V V

V V V



 

  

  

   3

6
(4 3) (17) 4 (17) 4 (17) 4 4

6

(21) 5 (21) 5 (21) 5 5

4 3 (4 3) ( 1) (4 3) ( 1)
1

(4 3) ( 1) ( 1)

]

( )[ ]

.

.

i
u u

i

u u

m m m m m
m u

m m m
u
















    


  


 

     

    

   

 



V

V V V V

V V V V

V V

V V

  

 

 

0 1 2 3( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( );

( ) ( );

( ).

ku u k

k

k

k

d p d

d p

d

  







        

    


  
  

V V V V 





0( ) ( ) 0;

( ) ( ) ( ) ( )
k k k

k

f

d p d

 



     

    

X X



2 .k k d     

( , )

, 0 1, for ( ) 0;

0, 1, for ( ) 0;

, 0, for ( ) 0.

k

k

k

k

U X

U U

U

U U



 

 

 

 

 



     
    
    

ош

ош ош

ош

ош ош

0

0

1 2

3

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ).
k

k k u

u

k k k

d d

f d d

d d





  



 

     
 

       
    

 

X

V

V V

V X

3 3 2 2 1 1 0
4 3 2 1

3 3 2 2 1
4 3 2

3 3 2
4 3

3
4

( ) ( ) ( ) ( )
0

( ) ( ) ( ) 0 0

( ) ( ) 1 1

( ) 2 3 2 3 3

( )

( )

( )

( ) ( ).

k k k k k k k k

k k k k k k

k k k k

k k

k k

k t t t t t t t

k t t t t t
k k

k t t t
k k

k t
k k k k k k

t t

t t

t t k t















   

  

 





     

     

    

    

A A A A

A A A

A A

A

X

e e e e X

e e e V

e e V

e V V

min max

( , )

2( ) ( );

(1 ),k

k k

U

d d

e 

    


   

  Xош

и



sign( 1)( ) ,     

1

1

( );

( ),
k k

k k k

f

d d

 
   






     

1,2
1 2

2 1 2( , ) ( ) ( ).
k

C
y k o k ki

U t U R i i      X Uош

max 2 ,k k d     

3 33 3, 36 ,

4 52 1, 53 3, 44 1,

3 55 2,

6

(.) ( ) ( ) ;

(.) ( ) ( ) ( ) ;

(.) ( ) ;

(.

k k k C k

k k k k k C k

k C k

f f i f U

f f i f i f U

f f U

f

 

  



   

     

 

62 1, 63 3, 66 ,) ( ) ( ) ( ) ,k k k k k C kf i f i f U       

Известия Томского политехнического университета. Инжиниринг георесурсов. 2017. Т. 328. № 1.  89–99
Диксон Р.К. и др. Вопросы линеаризации математической модели преобразователя напряжения, применяемого в системах ...

94



Итоговое уравнение в k�й итерации получается
путем суммирования для n=k:

(17)

Сумма, представленная в выражении (17), по�
зволяет получить зависимость

(18)

где k=m.
При k=m для периодического сигнала

Xm(mT)=X0(0) получим

(19)

Подставив (19) в (18) вместо Х0, вычисляем зна�
чения m для вектора переменных состояния X(t)
во время переключения через периоды k, k=1…m.
Таким образом, нахождение m�цикла, выраженное
в виде стробоскопического сопоставления, пред�
ставляется в виде

Определение m�цикла представлено как стробо�
скопическое сопоставление, используемое для вы�
числения различных состояний систем через соот�
ветствующие итеративные методы (например, 
Ньютона–Рафсона или Гаусса–Зейделя).

Здесь матрица Якоби для k из выражений
(9–12) вычисляется так:

Таким образом, каждый элемент в матрице 

Якоби определяется как частная произ�

водная элементов системы из уравнения (7):
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Аналогичные зависимости строятся для
остальных производных из уравнения (7); здесь их
подробно приводить не имеет смысла:

Характеристические мультипликаторы вычи�
сляются через нахождение фиксированных точек,
соответствующих тому или иному выходному сиг�
налу Х [13].

Любой из оговоренных выше численных мето�
дов может быть использован с целью нахождения
нелинейных градиентов выражения (14) для фик�
сированных решений линеаризованной системы
(7) через линеаризацию нелинейной динамической
системы (2).

При использовании метода Ньютона нахожде�
ние фиксированной точки записывается как
X=–Ai

–1B, а её итеративное представление как

Итеративный процесс повторяется до тех пор,
пока ||f(Xk)||>.

Таким образом, решение характеристического
уравнения (4) записывается как

(20)

Из выражения (20) собственные значения и соб�
ственные вектора могут быть получены путем ре�
шения определителя. А это возможно, если:

(–a1)(–a8)+a2a7=0 формируют квадратное
уравнение, где

Если собственные числа с 3 до 6 меньше ну�
ля, они имеют действительные и отрицательные
корни. Из этого можно сделать вывод, что система
находится в стабильном состоянии и уравнение
(16) может иметь действительные и мнимые корни
(колебательный режим):

Заключение
Получены множители матрицы Якоби для ана�

лиза устойчивости ДППН с ЧИМ.
Использование матрицы Якоби позволяет иссле�

довать проблему поиска решения кусочно�линейной
системы дифференциальных уравнений путем инте�
грирования функций, содержащих разрывы первого
рода, что является нетривиальной задачей [17–20].

Способ управления ДППН, основанный на
ЧИМ, потребовал разработки математической мо�
дели. Были выведены математические выраже�
ния, описывающие принципы формирования ком�
мутационной функции при частотной модуляции.
Эти принципы были обобщены в форме вычисли�
тельного алгоритма поиска решений, в котором
производится расчёт матрицы Якоби путём созда�
ния стробоскопического отображения Пуанкаре
для исходной задачи.

Также реализован алгоритм анализа устойчиво�
сти найденного решения, и определены значения
мультипликаторов, при которых система имеет
устойчивое периодическое колебательное движение.
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Renewable energy resources, for example photovoltaic elements and wind turbines, draw the increasing attention due to energy shor�
tage and depletion of energy sources. Such energy sources usually give low voltage output. So the elementary photovoltaic electric power
supply based on silicon gives about 0,7 V EMF, and based on germanium – 0,4 V. However, the possibilities of sequential accumulation
of output potential are limited due to the need of increase in parallel branches of solar panels. The solution of this problem led to deve�
lopment of power supply systems on the basis of pulse�width boost converters.
There is a task on improving the efficiency of this type of converters. In particular, to determine stability and research of dynamics in
mathematical models of installations of power electronics the Jacobi method is widely applied. While developing the power supply 
systems of different function the use of the Jacobi matrix increases their energy parameters. At the same time application of function
of Poincare for iterative display of the Jacobi method makes it possible to determine the operating modes of the converter for specific
points after changing the parameters of the system. Thus, Jacobi matrix, being an dimensionless size, allows linearizing the characteri�
stic in the fixed points for their analysis. Therefore, partial differentiation of nonlinear system gives the opportunity to obtain the fixed
values, being the characteristic animator of the system – eigenvalues of a matrix.
All the studies were carried out on the example of two�phase boost dc�dc converter with pulse frequency modulation. The peculiarity of
the paper consists in use of the Jacobi matrix for linearizing non�linear systems when studying dynamics to determine steady and un�
stable modes of functioning of energy converters. Such mathematical approach allows increasing the efficiency and reliability of the vol�
tage converter by identification of the abnormal dynamic operation modes in the device, reducing energy losses, i. e. increasing energy
efficiency of a power supply system.
The aim of the research is to develop an alternative method of linearization by using the Jacobi matrix to analyze stability of operation
of various converters. The circuit of the studied converter assumes energy accumulation in inductive elements for shutdown at zero cur�
rent or zero voltage. The results will be introduced in the form of display of Poincare through the Newton–Rafson–Jacobi method.
Methods: review of technical publications, concerned the need of using Jacobi matrixes to analyze various converters stability. The con�
trol algorithm of two�phase pulse converter is simulated in LTSpice and MATLAB. The analysis of appropriate characteristics of TPBC inc�
ludes Jacobi and Newton–Rafson methods. The latter has rather fast convergence and fine precision of discrete values. It is shown be�
low in chaos and bifurcation modes.
Results. The obtained eigenvalues define the operation modes of management system of TPBC, developed on the basis of the two�
phase pulse converter. These results will help to reveal those parameters of the system in case of which it functions in normal or abnor�
mal statuses, thereby will allow separating one modes of functioning from others, and thus increasinge reliability and efficiency of the
system.
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