
Необходимость обработки больших массивов
информации в реальном масштабе времени ставит
задачу создания устройств функциональной элек�
троники, объединяющих функции ввода, преобра�
зования и вывода информации для последующей
её обработки в цифровом коде с помощью тради�
ционных принципов. Создание таких устройств
упирается в изучение физического процесса – диф�
фузии, возникающей в процессе роста тонких пле�
нок на подложках. Исследованию такого процесса

посвящено значительное число работ [1–13], как
отечественных, так и зарубежных исследователей.
Задача диффузионного роста тонких пленок на
подложках имеет широкое практическое примене�
ние в опто� и микроэлектронике, является при�
кладной задачей технологий георесурсов.

При математическом моделировании процесса
диффузионного роста тонкой пленки на подсти�
лающей поверхности возникает вопрос о разреши�
мости таких моделей.
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Актуальность работы. Добыча георесурсов требует создания новых технологичных решений их производства, например, по*
крытие буровых шнеков средствами для защиты от коррозии. Решение указанной задачи возможно при использовании диффу*
зионного нанесения тонкой пленки (антикоррозийное вещество) на подстилающую поверхность (шнек). Математизация такого
физического процесса, как диффузионный рост тонких пленок на подстилающей поверхности, в настоящее время является ма*
лоисследованной. При математическом моделировании часто возникает вопрос о существовании и единственности решения
краевых задач, описывающих указанный физический процесс. Многие отечественные и зарубежные ученые проводили иссле*
дования по решению аналитическими и численными методами начально*граничных задач, в которых изначально явно или не*
явно допускается, что решение рассматриваемой задачи существует и единственно. Как правило, авторы публикаций, посвя*
щенных различным проблемам математического моделирования диффузии, либо вообще не затрагивают этот вопрос (о суще*
ствовании и единственности решения), либо без должного на то основания ссылаются на классические работы. Поэтому иссле*
дования на разрешимость краевых задач, проводимые в данной работе, являются актуальными.
Цель исследования. Разработать критерии разрешимости (существование и единственность) краевых задач, возникающих при
математическом моделировании роста тонкопленочных структур на подстилающей поверхности, в различных пространствах.
Методы исследования. Достижение поставленной цели основывается на корректном использовании результатов и методов
уравнений математической физики, интегральных уравнений, математического анализа, уравнений в частных производных,
физики твёрдого тела, кристаллографии.
Результаты. Проведено исследование на разрешимость краевых задач, описывающих диффузионный рост тонких пленок на
подложках; разработаны критерии существования и единственности решения указанных задач в различных пространствах.
Выводы. В ходе проведения исследований при математическом моделировании диффузионного роста тонкой пленки на под*
стилающей поверхности были разработаны теоремы (критерии), обеспечивающие разрешимость (существование и единствен*
ность решения) начально*граничных задач. Рассмотрены краевые задачи для случаев полного отражения и поглощения атомов
пленки подстилающей поверхностью. Настоящая статья представляют значительный интерес в прикладных исследованиях, по*
зволяет ответить на вопрос: можно ли сразу приступать к численному (или, возможно, аналитическому) решению конкретно
рассматриваемой краевой задачи, описывающей диффузионный рост тонкопленочных структур на подложках, или дополни*
тельно проводить исследования по ее регуляризации.

Ключевые слова:
Разрешимость, краевая задача, тонкая пленка, подстилающая поверхность, подложка, диффузионный рост.



В теории и практике современных исследова�
ний процесса диффузии, возникающей при образо�
вании тонкопленочных структур, используются
две начально�граничные задачи [3, 5, 14]. Одна из
которых в самой общей постановке имеет вид:

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

Вторая начально�граничная задача представля�
ется в виде (1)–(4) и граничного условия

(6)

где q(t,x1,x2,x3) – функция, значения которой в
каждый момент времени t[0,T) совпадает со сред�
ним значением концентрации атомов пленки в
связной области G, G=G0G1G2, G0 – ни�
жняя, G1 – боковая, G2 – верхняя части границы
G, G–=GG; ui=ui(t,x1,x2,x3), i=1,2,3 – функции,
значения которых совпадают со значениями сред�
ней скорости горизонтального переноса в момент t
в точке (x1,x2,x3) соответственно вдоль осей Ox1,
Ox1, Ox1 (рассматривается декартова прямоуголь�
ная система координат); =(t,x1,x2,x3) – функция,
характеризующая взаимодействие атомов пленки с
окружающей средой (или их радиоактивный рас�
пад) в момент t в точке (x1,x2,x3); Kij=Kij(t,x1,x2,x3),
i,j=1,2,3 – элементы матрицы коэффициентов диф�
фузии атомов пленки в подстилающей поверхно�
сти; f=f(t,x1,x2,x3) – функция, моделирующая ис�
точник атомов пленки (функция источника);
=(t,x1,x2,x3) – функция, значения которой в точ�
ке (x1,x2,x3)G в момент времени t0 совпадает со
значениями концентрации атомов пленки (функ�

ция, описывающая фоновую концентрацию);

производная по внутренней нормали G0:

(7)

где N – внутренняя нормаль к G0 в точке xG0;
K – конечный, замкнутый конус с вершиной
xG0, который содержится в G+{x}; (t,x1,x2,x3) –
функция, характеризующая гравитационное ос�
аждение атомов пленки на G0; V(t,x1,x2,x3) – ско�
рость осаждения атомов пленки на G0, t[0,T),
(x1,x2,x3)G0.

Функция источника атомов пленки f задается в
виде [14, 15]:

(8)

где Q(t,x) – мощность источника атомов пленки
(масса атомов пленки, выбрасываемых в области G
в момент t в точке xG

–
), (t,x) – дельта�функция

Дирака. При этом, если источник является (t0 – мо�
мент начала действия источника):
1) точечным, сосредоточенным в точке x0=(x1

0,x2
0,x3

0)G
–

,
1.1) мгновенного действия, то Q(t,x)=Q=const,

1.2) непрерывного действия, то

2) линейным, сосредоточенным на интервале [a,b]
числовой прямой, параллельной оси Ox2 и пе�
ресекающей ось Ox3 в точке (0,0,x3

0),
2.1) мгновенного действия, то

2.2) непрерывного действия, то

3) площадным, сосредоточенным на площадке S,
лежащей на плоскости x1Ox2 и пересекающей
ось Ox3 в точке (0,0,x3

0),
3.1) мгновенного действия, то

3.2) непрерывного действия, то

4) поверхностным, сосредоточенным на поверхно�
сти SП тела П,
4.1) мгновенного действия, то

4.2) непрерывного действия, то
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Уравнение (1) можно переписать в эквивалент�
ном виде:

(9)

(10)

Следует заметить, что уравнение (9) (а значит,
и (1)) совпадает с уравнением из [16]:

(11)

(12)

при n=3 c точностью до знака у f и fФ: f и fФ имеют
противоположные знаки. Этот факт будет учиты�
ваться в приводимых ниже результатах исследова�
ния.

Уравнению (1) поставим в соответствие уравнение

(13)

уравнению (9) – уравнение

(14)

отличающиеся, соответственно, от (1) и (9) лишь
видом функции f: вместо f, задаваемой выражени�
ем (8), здесь рассматривается мощность источника
атомов пленки Q.

Рассмотрим следующую задачу: найти (ука�
зать) условия, при выполнении которых задачи
(1)–(5) и (1)–(4), (6) имеют единственное решение.

Несмотря на очевидную необходимость прове�
дения таких исследований (решению аналитиче�
скими и численными методами указанных началь�
но�граничных задач посвящено значительное чи�
сло работ, в которых изначально явно или неявно
допускается, что решение рассматриваемой задачи
существует и оно единственное), подобных исследо�
ваний в этом направлении до настоящего времени
не проводилось. Как правило, авторы публикаций,
посвященных различным проблемам математиче�
ского моделирования диффузии, либо вообще не
затрагивают этот вопрос (о существовании и един�
ственности решения), либо без должного на то осно�
вания ссылаются на классические работы [16–18].
Ниже можно будет убедиться: достаточно ясное и
четкое освещение данного вопроса не является три�
виальным и требует скрупулезного анализа резуль�
татов из [16, 17]. Исключение составляет моногра�
фия [14], однако в этой работе найдены лишь доста�
точные условия единственности решения задач ти�
па (1) ((9))–(5) и (1) ((9))–(4), (6). Вопрос о существо�
вании их решения в [14] не затрагивался.

Теорема 1. Пусть коэффициенты ui, Kij, , 

i,j=1,2,3, принадлежат классу и ограни�
чены на D–4

T, кроме того, ui, Kij непрерывно диффе�

ренцируемы по xi, i,j=1,2,3 в D–4
T, Q0, 0, Q, 

ограничены, Q удовлетворяет условию Гёльдера с
показателем ,  непрерывна в D–4

T,  удовлетворяет
условиям Ляпунова. Тогда задача (1)–(5) при
=0 имеет единственное решение, совпадающее с
решением задачи (13), (2)–(5).

Доказательство. Так как ui, Kij, i,j=1,2,3, не�
прерывно дифференцируемы по xi в D–4

T, то уравне�
ние (1) эквивалентно уравнению (9), уравнение
(13) – уравнению (14).

Рассмотрим задачу (13), (2)–(5), которая эквива�
лентна задаче (14), (2)–(5). При выполнении условий
данной теоремы, очевидно, выполняются условия:
• теоремы 16.2 из гл. 4 § 16 [17], а значит, реше�

ние задачи (14) ((13)), (2), (4), (5) существует;
• теоремы 5.2 из гл. 4 § 5 [17], а значит, решение

задачи (14) ((13)), (2), (4), (5) единственное и
оно представимо в виде

(15)

(см. соотношение (16.17) из [17]), где
q0(t,x1,x2,x3;,y1,y2,y3) – функция Грина для задачи
(14) ((13)), (2), (4), (5) в области D–4

T, т. е. q0 удовле�
творяет уравнениям:

(16)

(17)

и условиям:
(18)

(19)

Кроме того, в условиях данной теоремы выпол�
няются условия теоремы 2.1 и следствия 2.1 из
гл. 1 § 2 [17].

А тогда

(20)

Из (20) и условий Q0, 0 следует, что если вы�
полнены условия данной теоремы, то решение зада�
чи (14) ((13)), (2)–(5) существует и единственно.

Учитывая равенство (8) и используя свойства
�функции Дирака [19], соотношение (15) можно
переписать в эквивалентном виде:

(21)
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Снова воспользовавшись свойствами �функ�
ции, непосредственным подсчетом, можно убедить�
ся, что функция (21) удовлетворяет уравнению (9),
а следовательно, и уравнению (1). Учитывая, что
q0(t,x1,x2,x3;,y1,y2,y3) является функцией Грина
для задачи (13), (2)–(5) (т. е. решением задачи
(17)–(19)), заключаем, что функция (21) удовлетво�
ряет условиям (3), (4), (5). Значит, решение (1)–(5)
существует и единственно. Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть выполнены все условия теоре�
мы 1. Тогда задача (1)–(5) при f=0, =0 имеет
единственное решение.

Доказательство. Если выполнены условия
данной теоремы, то:
1) выполняются все условия теоремы 16.1 из гл. 4

§ 16 [17], а значит, решение задачи (9), (2), (4),
(5) при f=0, =0 существует;

2) выполняются все условия теоремы 5.2 из гл. 4
§ 5 [17], а значит, решение задачи (9), (2), (4),
(5) при f=0, =0 единственно;

3) выполняются все условия теоремы 2.1 из гл. 1
§ 2 [17], а значит, согласно следствию 2.1 из
этой теоремы, решение задачи (9), (2), (4), (5)
при f=0, =0 неотрицательно, т. е. выполняет�
ся условие (3).
Уравнение (9) эквивалентно уравнению (1).

А тогда, согласно 1)–3), решение задачи (1)–(5)
при f=0, =0 существует и единственно. Теорема
доказана.

Теорема 3. Пусть выполнены все условия тео�
ремы 1. Тогда (1)–(5) имеет единственное решение,
совпадающее с решением (13), (2)–(5).

Доказательство. Все условия теоремы 3 те же,
что и условия теорем 1 и 2. Обозначим через
q1(t,x1,x2,x3) решение задачи (1)–(5) при =0, через
q2(t,x1,x2,x3) – решение этой задачи при f=0, =0.
Непосредственным подсчетом легко убедиться, что
q(t,x1,x2,x3)=q1(t,x1,x2,x3)+q2(t,x1,x2,x3)является ре�
шением (1)–(5). Согласно теореме 1, q1(t,x1,x2,x3) –
единственное решение задачи (1)–(5) при =0. Со�
гласно теореме 2, q1(t,x1,x2,x3) – единственное ре�
шение задачи (1)–(5) при f=0, =0. Очевидно, что
q(t,x1,x2,x3) будет единственным решением задачи
(1)–(5). Теорема доказана.

Перейдем к анализу задачи (1)–(4), (6).
Заметим, что уравнение (1) совпадает с уравне�

нием из [16]:

определенное в D–4
T. Предположим, что L удовлетво�

ряет следующим условиям:
а) L – параболический коэффициент в D–4

T, т. е. при
всех (t,x)D–4

T и любого вещественного вектора
=(1,2,3)(0,0,0) выполняется условие

б) коэффициент L непрерывен в D–4
T и для всех

(t,x)D–4
T, (t0,t0)D–4

T и некоторого =const,
0<<1, удовлетворяет условиям:

Теорема 4. Пусть выполнены условия а), б), ui,
Kij непрерывно дифференцируемы по xi, i=1,2,3 в
D–4

T, граница GC1+,  непрерывна в G– и равна ну�
лю в некоторой G – окрестности границы G, , v
непрерывны на G0[0,T]. Тогда решение задачи
(1)–(4), (6) существует и единственное.

Доказательство. По условию, ui, Kij, i=1,2,3
непрерывно дифференцируемы по xi в D–4

T. Поэтому
уравнение (1) эквивалентно уравнению (9), уравне�
ние (13) – уравнению (14).

Аналогично тому, как мы это делали при до�
казательстве теоремы 1, рассмотрим задачу
(13), (2)–(4), (6), эквивалентную задаче (14),
(2)–(4), (6).

Если выполнены условия данной теоремы, то,
очевидно, выполняются условия теоремы 2 из
гл. 5 § 3 [16] (случай n=3). Откуда следует, что ре�
шение q задачи (14) ((13)), (2), (4), (6) существует,
единственно и представимо в виде

(22)

где r(,,,) непрерывная на G[0,T] функция,
являющаяся решением интегрального уравнения
(22), которое представимо в виде (3.10) из гл. 5 § 3
[15], dS – элемент поверхности G, Г – фундамен�
тальное решение уравнения Lq=0,

(23)

(24)

Обозначим в (7) (а значит, и в (6))

В условиях нашей теоремы выполняются (для
случая n=3) все условия теоремы 2.2 из гл. 1 § 2
[17] (принцип максимума). А тогда, согласно этой
теореме, q(t,x) удовлетворяет неравенству
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(25)

Рассмотрим выражение

(26)

полученное из (22) путем замены в последнем сла�
гаемом (22) Q на f. Из (8) и свойств �функции Ди�
рака следует, что (26) эквивалентно (22) в D–4

T, т. е.

(27)

Из (27) вытекает, что q–(t,x1,x2,x3) удовлетворяет
условиям (3), (4), (6), так как этим условиям в D4

T

удовлетворяет q(t,x1,x2,x3).
Подставим формально (26) в (1), т. е. вычислим

Lq–(t,x1,x2,x3), (t,x1,x2,x3)D4
T, (t,x1,x2,x3)G, где

L(.) имеет вид (24).
Согласно (26), (24),

(28)

Вычислим выражение в правой части (28),
упростив для этого каждое слагаемое:

(29)

так как по условию Г(t,x1,x2,x3;,,,) – фунда�
ментальное решение уравнения Lq–=0, а согласно
определению Г

при

и

(30)

(31)

(32)

Равенство (32) вытекает из равенств

и равенства (30).
Из (28), (29), (31), (32) следует, что

Из (33) заключаем, что q–(t,x1,x2,x3) является ре�
шением уравнения (1), из (27) – что решение един�
ственно и оно удовлетворяет условиям (3), (4), (6)
(в силу того, что этим условиям удовлетворяет
q(t,x1,x2,x3)). Теорема доказана.

Полученные результаты принимаются для ана�
лиза математических моделей, используемых на
практике.

Убедимся, что для основных начально�гранич�
ных задач, используемых в прикладных исследо�
ваниях диффузионного роста тонкопленочных
структур на подложках, выполняются все условия
теорем 1–4. В этих задачах обычно полагают, что
коэффициенты и функции в задачах (1)–(5),
(1)–(4), (6) имеют следующий вид [20] (для полно�
го соответствия с обозначениями, используемыми
на практике, будем считать, что x1=x, x2=y, x3=z):

(33)

(этот случай означает, что ось Ox сориентирована
по направлению вектора скорости горизонтально�
го переноса, а скорость ветра вдоль оси Oz изменя�
ется по логарифмическому закону);

т. е. в матрице коэффициентов диффузии учитыва�
ются только диагональные элементы, а все элемен�

0, ,
, 1,2,3

0, ,
ij

ij
ij

K i j
K i j

K i j

    

1 1 1 1 2 3( ) ln , const 0, 0u u z c z c u u     

1 2 3 1 2 3( , , , ) ( , , , ).Lq t x x x f t x x x

1 2 3

1 2 3

( , , , ; , , , ) ( ) ( ) ( ),

( , , , ) ( ) ( ) ( )

( , , , )
G

t x x x x y y

f x y y d d d

f t x x x

         

            

    

   





1 2 3

0

1 2 3

1 2 3

0

1 2 3

( , , , ; , , , )

( , , , )

( , , , ; , , , ) ( , , , )

[ ( , , , ; , , , )]

( , , , )

( , , , ).

t

G

G

t

G

t x x x
L d

f d d d

t x x x f d d d

L t x x x
d

f d d d
f t x x x

   


      

          

   


      

 
  

 

 
   



 



 

Г

Г

Г

1 2 3

1 2 3

( , , , ; , , , ) ( , , , )

[ ( , , , ; , , , )]
0,

( , , , )

G

G

L t x x x d d d

L t x x x
d d d

           

   
       



 
   





Г

Г

1 2 3( , , , ; , , , ) 0.L t x x x     Г

1 2 3( , , ) , ( , , ) ,x x x G G   

1 2 3( , , , ; , , , ) 0t x x x     Г

1 2 3
0

1 2 3

1 2 3
0

( , , , ; , , , ) ( , , , )

( , , , ; , , , ) ( , , , )

[ ( , , , ; , , , )] ( , , , ) 0,

t

G

G

t

G

L d t x x x r dS

t x x x r dS

d L t x x x r dS

        

       

        







 





 



 

Г

Г

1 2 3

1 2 3
0

1 2 3

1 2 3
0

( , , , )

( , , , ; , , , ) ( , , , )

( , , , ; , , , ) ( , , , )

( , , , ; , , , ) ( , , , ) .

t

G

G
t

G

Lq t x x x

L d t x x x r dS

L t x x x d d d

L d t x x x f d d d

        

           

           





  

 



 



 

Г

Г

1 2 3 1 2 3 1 2 3 4( , , , ) ( , , , ), ( , , , ) .Tq t x x x q t x x x t x x x D 

1 2 3

1 2 3
0

1 2 3

1 2 3
0

( , , , )

( , , , ; , , , ) ( , , , )

( , , , ; , , , ) ( , , , )

( , , , ; , , , ) ( , , , ) ,

t

G

G
t

G

q t x x x

d t x x x r dS

t x x x d d d

d t x x x f d d d

        

           

           





  

 



 



 

Г

Г

1
4

2 2 2
1 2 3

0

1 2 3 1 0

,

max( || ( , ) ||),

( , , ), 0.

tD

b b b b
a K t x

x x x x t t

  

 

  

1 0

1
4

1

0

1 0

( )

1

( )

0

0, min ;

( , ) sup min min ( ,0); ,

1
min( )

t

t t

D

t

Ga

t t

ve
b

q t x e u x

Qe
a



















 
 
 
   
 
 
  

Известия Томского политехнического университета. Инжиниринг георесурсов. 2016. Т. 327. № 2

129



ты, не расположенные на главной диагонали, счи�
тают равными нулю; при этом K11=K22=c2u1,
с2=const>0, где u1 задается выражением (34),
K33=c3z+c4, с3=const>0, с4=const>0.

В качестве G часто выбирают прямой круговой
цилиндр высотой H с достаточно большим ради�
усом R основания, расположенного на подстилаю�
щей поверхности z=0 [14]. Такой способ задания G
удобен при аналитических (если это возможно в
отдельных случаях [15]) и численных решениях
рассматриваемых начально�граничных задач.

Функции , Q, , , , v задают таким образом,
что выполняются условия теорем 1–4. Чаще всего
полагают, что эти функции являются постоянны�
ми величинами в G.

При данном выборе ui, i=1,2,3, условие (2) вы�
полняется тождественно.

Для указанных ui, , Kij, , , , v, G условия
теорем 1–4 выполняются. Поэтому используемые
в прикладных исследованиях задачи вида (1)–(5) и
(1)–(4), (6) всегда имеют (и при том одно) решение.

Обратим внимание на следующее обстоятель�
ство. При численном решении задач (1)–(5) и
(1)–(4), (6) в уравнении (1) часто f заменяют на Q

без должного на то обоснования. Однако результа�
ты численных расчетов в этом случае удовлетвори�
тельно согласуются с экспериментальными данны�
ми. Объяснить этот факт можно следующим обра�
зом. Из доказательств теорем 1–4 следует, что вид
q(t,x1,x2,x3) не зависит от выбора в уравнении (1) в
качестве свободного члена f или Q (см. (15) и (21),
(22) и (26), (27)). Поэтому и результаты численных
расчетов (при замене f на Q в уравнении (1)) всегда
будут хорошо согласованы с экспериментальными
данными (если только, конечно, сама модель
(1)–(5) или (1)–(4), (6) адекватно эксперименталь�
ным данным описывает изменения значений
q(t,x1,x2,x3) в G).

Заключение
В работе представлены результаты исследова�

ний на существование и единственность решения
краевых задач, описывающих диффузионный рост
тонкой пленки на подстилающей поверхности. Най�
дены критерии, обеспечивающие разрешимость (су�
ществование и единственность решения) в соответ�
ствующих пространствах. Данные критерии имеют
важное значение в прикладных исследованиях.
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Relevance of the work. Extraction of geo assets requires the development of new technological solutions for their production, for
example, the coating of drill screws with anticorrosion agents. A solution to this problem is possible using diffusion lacquer coating (cor*
rosion inhibitor) on underlying surface (auger). The mathematization of such physical process as diffusion growth of thin films on the
underlying surface is currently unexplored. In mathematical models the question on the existence and uniqueness of the solution of
boundary*value problems describing the specified physical process often arises. Many domestic and foreign scientists have studied the
analytical and numerical methods for solving the initial*boundary value problems, in which it is originally explicitly or implicitly assumed
that the solution of the problem exists and it is unique. As a rule, the authors of publications devoted to various problems of mathema*
tical modeling of diffusion, either do not address this question at all (about the existence and uniqueness of the solution) or refer to the
classic works without good reason. Therefore, the studies on solvability of boundary value problems carried out in the paper are relevant.
The aim of the research is to develop the criteria of resolvability (existence and uniqueness) of the boundary problems arising at mathe*
matical modeling of the thin*film structure growth on underlying surface in various spaces.
Research methods. The achievement of a goal is based on correct use of results and methods of the equations of mathematical phy*
sics, the integrated equations, the mathematical analysis, the equations in private derivatives, physics of a solid body, a crystallography.
Results. The authors have studied the resolvability of the boundary problems describing the diffusive growth of thin films on substra*
tes; developed the criteria of existence and uniqueness of the solution of the specified tasks in various spaces.
Conclusions. At mathematical modeling of diffusive growth of a thin film on underlying surface the authors developed the theorems
(criteria) providing resolvability (existence and uniqueness of the decision) of initial*boundary tasks. The paper considers the boundary
problems for cases of full reflection and absorption of atoms of a film by the underlying surface. The present article is of considerable
interest in applied research, and allows answering a question whether it is possible to proceed immediately to a numerical (or possibly
analytic) solution of the specific boundary value problem describing the diffusion growth of thin*film structures on substrates, or carry
out further researches on its regularization.
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Resolvability, boundary problem, thin film, underlying surface, substrate, diffusive growth.
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