
Введение
В теории матриц и её различных приложениях,

в частности, в задачах управления и автоматиче�
ского регулирования [1–4] и многих других обла�
стях научных исследований, достаточно часто
встречаются различные матричные уравнения –
как числовые, так и параметрические. Если реше�
нию числовых матричных уравнений посвящено
большое количество публикаций, в частности
[5–12], то в области методов решения однопараме�
трических матричных уравнений замечается зна�
чительное отставание. Аналогичная картина име�
ет место как в числовых, так и в однопараметриче�
ских задачах, в которых широко используются
обычные и обобщённые обратные матрицы, в част�
ности, в задачах различных геоинформационных
систем [13–17]. Здесь также, если определению чи�
словых обычных и обобщённых обратных матриц
посвящено множество работ, в частности [8, 10,
18–21], то в области методов определения однопа�
раметрических обычных и обобщённых обратных

матриц также замечается значительное отстава�
ние. В одной из таких немногих работ (см., напри�
мер, [22]) для нахождения однопараметрических
обычных и обобщённых обратных матриц были ис�
пользованы дифференциальные преобразования
Г.Е. Пухова [23–27].

При решении матричных уравнений особое ме�
сто занимают методы, оперирующие различными
алгебраическими подходами и широко использую�
щие матричные преобразования. В настоящей ра�
боте предлагается метод решения однопараметри�
ческих линейных матричных уравнений, также
основанный на дифференциальных преобразова�
ниях, и также оперирующий алгебраическим под�
ходом.

Математический аппарат
Рассмотрим общее однопараметрическое ли�

нейное матричное уравнение
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Актуальность работы обусловлена необходимостью разработки нового эффективного метода определения непрерывных ре#
шений однопараметрических линейных матричных уравнений, достаточно часто встречающихся в различных областях науки и
техники, таких как идентификация параметров электротехнических (вероятно электромеханических) преобразователей энер#
гии, оптимизация параметров электрических сетей, регистрация и обработка измерений скважинной геофизики и др.
Цель исследования: разработка простого конструктивного численно#аналитического метода определения решений отмеченно#
го класса задач, легко реализуемого средствами современных информационных технологий.
Методы исследования. Для решения рассматриваемых задач в работе использованы методы матричной линейной алгебры,
методы теории матриц, а также прямые и обратные дифференциальные преобразования Г.Е. Пухова, отличающиеся от общеиз#
вестных интегральных преобразований достаточно положительными характеристиками – операцией дифференцирования вме#
сто операции интегрирования (прямое преобразование) и операцией суммирования вместо операции интегрирования (обрат#
ное преобразование).
Результаты. Предложен конструктивный численно#аналитический метод решения однопараметрических линейных матричных
уравнений применением дифференциальных преобразований. При этом решение исходной непрерывной задачи фактически
сводится к решению рекуррентной цепочки некоторых линейных систем алгебраических уравнений с числовой инвариантной
гиперматрицей и гипервекторами (составными векторами) свободных членов правых частей, при которых определяются ма#
тричные дискреты решения исходной задачи. Далее на основе некоторого восстанавливающего соотношения (обратных диффе#
ренциальных преобразований) определяется непрерывное решение исходной задачи. Рассмотрен модельный пример, при ре#
шении которого предложенным численно#аналитическим методом получено точное маклореновское аналитическое решение,
подтверждающее простоту и высокую вычислительную эффективность метода.
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где Al(t), l=

1,p


– матрицы порядка m; Bl(t),  l=

1,p


–
матрицы порядка n; C(t) – матрица с размерами
mn; X(t) – неизвестная матрица также с размера�
ми mn, подлежащая определению:

(2)

Предположим, что для матриц Al(t), Bl(t),
l=

1,p


; C(t) и X(t) с аналитическими элементами
имеют место дифференциальные преобразования
[23–27]

(3)

(4)

(5)

(6)

где Al(K), l=

1,p


– матричные дискреты матриц
Al(t), l=


1,p


; Bl(K), l=

1,p


– матричные дискреты ма�
триц Bl(t), l=


1,p


; C(K) – матричные дискреты ма�
трицы C(t); X(K) – матричные дискреты матрицы
X(t); K=


0, – целочисленный аргумент; H – мас�

штабный коэффициент; t – центр аппроксимации;
символ – знак перехода из области оригиналов
в область дифференциальных изображений и нао�
борот; 1()–4() – некоторые аппроксимирующие
функции, восстанавливающие оригиналы Al(t),
Bl(t), l=


1,p


; C(t) и X(t) соответственно.
Теперь, с учетом (3)–(6), в соответствии с пра�

вилами алгебры дифференциальных преобразова�
ний ([23, C. 72, формула (4.7)]) на основе использо�
вания матричного уравнения (1) при переводе его
из области оригиналов в область дифференциаль�
ных изображений будем иметь соотношение

(7)

Тогда с учетом представления (7) получим:
при K=0:

или

(8)

где Al(0), Bl(0), l=

1,p


и X(0), C(0) – нулевые по но�
меру матричные дискреты. Для определения из
последнего матричного уравнения неизвестного
матричного дискрета X(0) воспользуемся подхо�
дом, представленным в [8, 10]. В соответствии с
ним матричное уравнение (8) эквивалентно систе�
ме линейных алгебраических уравнений

(9)

где составные векторы

(10)

(11)

а гиперматрица

(12)

является суммой прямых (кронекеровых) произве�
дений матриц Al(0) и Bl

T(0), l=

1,p


. Тогда, с учетом
(10)–(12) и теоремы 8.4.1 из [10. C. 239] при усло�
вии rangG(0,0)=mn решение системы (9) будет вы�
глядеть следующим образом:

(13)

при K=1:

или

(14)

Тогда, по аналогии (8) из (14) имеем:

(15)

где составные векторы:

(16)

(17)
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а гиперматрицы

(18)

Далее, с учетом (16)–(18), из (15) получим

откуда

(19)

при K=2:

или

(20)

Тогда, по аналогии (8) или (14), из (20) имеем

(21)

где составные векторы

(22)

(23)

а гиперматрицы

(24)

Далее, с учетом (22)–(24), из (21) получим

откуда

(25)

Теперь, не вдаваясь в подробности, представим
общее окончательное соотношение по определению
K�го гипервекторного дискрета X



(K) составного
вектора X



(t). Имея ввиду (13), (19) и (25), получим:

(26)

где составные векторы
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(28)

а гиперматрица

(29)

Таким образом, с учетом (27)–(29), вычислив со�
ставные векторы дискрет X



(0),X


(1),X


(2),…,X


(K),
в соответствии с представлениями (13), (19), (25),
(26), с учетом некоторого матричного обратного
дифференциального преобразования (6) можно
восстанавливать решение (2).

Модельный пример
Пусть задано однопараметрическое линейное

матричное уравнение с комплексными матрицами

где j=–––1 – мнимая единица.
Тогда, при t=0, H=1 приходим к следующим

маклореновским матричным дискретам:
при K=0:

Следовательно, имея ввиду (12), получим
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а составной вектор X


(0) с учетом (13) и нулевая по но�
меру матричная дискрета X(0) будут выглядеть так:

Далее, при K=1 имеем:

Следовательно, в соответствии с (15) имеем

откуда составной вектор X


(1) и матричная дискре�
та X(1) выглядят так:
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И, наконец, при K=2 получим:

Следовательно, в соответствии с (21) имеем:

откуда составной вектор X


(2) и матричная дискре�
та X (2) выглядят так:

Такая же картина, как нетрудно убедиться,
имеет место и при K3.

Следовательно, окончательное решение задачи
X(t) с учетом матричных дискрет X(0), X(1), X(2)
при использовании обратных дифферинциально�
маклореновских преобразований [22–27] имеет вид:

В абсолютной точности этого решения можно
легко убедиться его подстановкой в исходное ма�
тричное уравнение.

Замечание 1. Очевидно, что разработанный ме�
тод можно использовать и для однопараметриче�
ских линейных матричных уравнений более обще�
го вида – для уравнений с прямоугольными матри�
цами Al(t) и Bl(t), l=


1,p


.
Замечание 2. В тех случаях, когда

rangG(0,0)<m·n, можно поменять центр аппрокси�
мации t таким образом, чтобы имело место усло�
вие rangG(0,0)=m·n, (или, что одно и то же,
G–1(0,0)) и использовать вычислительные схемы
(13), (19), (25) и (26).

Заключение
Таким образом, для нахождения непрерывных

решений однопараметрических линейных матрич�
ных уравнений (1) при предложенном методе опе�
рируем рекуррентными численными матрично�
векторными вычислительными процедурами
(9)–(13), (14)–(19), (20)–(25) и (26)–(29), которые
предоставляют широкие возможности для эффек�
тивного использования средств современных ин�
формационных технологий [28–31].
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METHOD FOR SOLVING ONEDPARAMETER LINEAR EQUATIONS 
BASED ON DIFFERENTIAL TRANSFORMATIONS
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The relevance of the research is caused by the need to develop a new efficient method for defining continuous solutions of one#para#
metric linear matrix equations, often found in various studies, such as identification of electromechanical energy transformer parame#
ters, optimization of electrical circuits parameter, registration and processing of borehole geophysics measurements, etc.
The aim of the research is to develop a simple constructive numerical#analytical method for determining the solution of the mentioned
class of problems, which is easy to implement by the modern information technology.
The investigation methods. For solving the considered problems, the authors have applied the method of matrix linear algebra, matrix
theory method, as well as the direct and inverse differential transforms of G.E. Pukhov, which differ from the well#known integral 
transforms by rather positive characteristics – a differentiating operation instead of integrating operations (direct transformation) and
a summing operation instead of integrating operation (inverse transformation).
The results. The authors proposed the constructive numerical#analytical method for solving one#parametric linear matrix equations by
using differential transformation. In this case, the solution of the original continuous problem is actually reduced to solving the recurrent
chain of some linear systems of algebraic equations by numerical invariant hypermatrix and hypervectors of free members of the right
parts, when the matrix discretes for solving the original problem are determined. Then, on the basis of a reducing ratio (inverse diffe#
rential transformations) the continuous solution of the original problem is determined. The paper considers the model example. Solving
this example the exact Maclaurin analytical solution confirming the simplicity and the high computational efficiency of the method is ob#
tained by numerical#analytical method.
Conclusions. The proposed constructive numerical#analytical method is based on two basic mathematical apparatus – the operating
method of differential transformation and information solutions obtained with the recurrence of linear matrix equations to solve the re#
currence of equivalent linear systems of algebraic equations in the widespread use works of kronikorov numerical matrices.

Key words:
Geoinformation systems, one#parametric linear matrix equations, differential transformations, recurrent chain of linear systems of al#
gebraic equations, matrix discrete, continuous solution, model example.
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