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Введение
В теории массового обслуживания до середины

XX в. выделяли 2 класса систем – системы с ожи�
данием и системы с потерями. Однако при появле�
нии и развитии информационных технологий было
показано, что процессы, возникающие в реальных
системах передачи данных, сетях сотовой связи и
др., не могут моделироваться существующими
классами систем массового обслуживания. Это
привело к тому, что стали выделять новый класс –
системы с повторными вызовами или RQ�системы
(Retrial Queueing Systems [1–3]). Отличие таких си�
стем от классических систем массового обслужива�
ния (СМО) состоит в том, что заявки, обнаружив�
шие прибор занятым, не покидают систему или
встают в очередь, а идут в источник повторных вы�
зовов, откуда после некоторой случайной задержки
снова обращаются к прибору для обслуживания.

Большинство первых работ было посвящено
практическим задачам, возникающим в телеком�
муникационных системах. Первые работы по RQ�
системам были опубликованы Р.И. Вилкинсоном

[4] и Дж. Коэном [5]. Описание систем и влияние
эффекта повтора было проведено Г. Гоштони [6],
А. Элдином [7] и Дж. Л. Джониным [8].

Наиболее полное и глубокое исследование си�
стем с повторными вызовами приведено в моногра�
фиях Г.И. Фалина, Дж. Артолехо, А. Гомез�Корре�
ла и Дж. Тэмплетона [1–3].

Большая часть исследований RQ�систем реали�
зуются численно или с помощью имитационного
моделирования [9–11]. Аналитические методы по�
лучены только в тех случаях, когда модели потока
и дисциплина обслуживания относительно просты
(например, пуассоновский поток и экспоненциаль�
ное распределение закона обслуживания) [1].

RQ�системы с входящими МАР и ВМАР�пото�
ками исследуются белорусскими учеными:
В.И. Клименок и А.Н. Дудиным [12], которые ис�
пользуют преимущественно матричные методы ис�
следования. Кроме того, матричными методами
исследования RQ�систем пользуются такие учен�
ные, как М.Ф. Ньютс, Дж. Арталехо, А. Гомез�
Коррел [13], Дж.Е. Даймонд, А.С. Альфа [14] и др.
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Системы массового обслуживания с повторными вызовами (RQ�системы), моделирующие реальные процессы, возникающие в
телекоммуникационных системах, являются новым, активно развивающимся направлением теории массового обслуживания.
Однако аналитические формулы получены лишь для систем с входящим простейшим потоком. Большинство же мировых уче�
ных по теории массового обслуживания используют численные методы исследования RQ�систем с входящими не простейшими
потоками (например, ММРР, МАР, BMAP). Такие методы имеют естественную границу применимости, связанную с решением
систем уравнений большой размерности (система может принимать от 1000 до 500 тыс. состояний). Таким образом, актуаль�
ность исследования обусловлена необходимостью разработки аналитических методов изучения RQ�систем с входящим
ММРР�потоком.
Цель работы: найти асимптотическое распределение вероятностей числа заявок в источнике повторных вызовов в RQ�системе
MMPP|GI|1 для достаточно большого числа состояний системы.
Методы исследования: метод асимптотического анализа второго порядка в условии большой загрузки.
Результаты. Получена асимптотическая (второго порядка) характеристическая функция распределения вероятностей числа за�
явок в источнике повторных вызовов в RQ�системе MMPP|GI|1. Приведена формула для построения асимптотического распреде�
ления вероятностей. Проведенный численный анализ результатов показал, что предлагаемый метод может быть применен для
значений загрузки ρ>0,8, тогда как метод асимптотического анализа первого порядка может применяться лишь при загрузке
ρ>0,95. С помощью полученного распределения можно вычислить наиболее важные характеристики системы (например, сред�
нее число заявок в источнике повторных вызовов), которые могут быть использованы при моделировании или оптимизации
функционирования реальных экономических и технических систем.
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Исследования RQ�систем в условии большой и
малой загрузки проводились Г.И. Фалиным [15],
A. Айссани [16] и В.В. Анисимовым [17]. Кроме то�
го, работы С.Н. Степанова посвящены исследова�
ниям систем в условии экстремальной загрузки
(интенсивность входящего потока заявок стре�
миться к бесконечности или к нулю) [18].

В предыдущих исследованиях [19, 20] для од�
нолинейных RQ�систем нами был предложен метод
асимптотического анализа в условии большой за�
грузки. Однако было показано, что этот метод име�
ет достаточно узкую область применимости: при за�
грузке ρ>0,95 расстояние Колмогорова Δ≤0,05.
В связи с этим было предложено увеличить точ�
ность аппроксимации в виде получения асимптоти�
ки более высокого порядка. При этом стоит отме�
тить, что данные результаты не вытекают из систем
асимптотических уравнений, полученных ранее
[19, 20]. Таким образом, для получения асимптоти�
ки 2�го порядка необходимо проводить заново ис�
следование рассматриваемой системы.

Математическая модель
Рассмотрим (рисунок) однолинейную RQ�систе�

му с источником повторных вызовов (ИПВ), на
вход которой поступает MMPP�поток заявок с ма�
трицей условных интенсивностей ρλλ, где параметр
ρ и значения элементов матрицы λλ будут определе�
ны ниже, и матрицей Q инфинитезимальных ха�
рактеристик цепи Маркова n (t), управляющей
MMPP�потоком, время обслуживания каждой за�
явки имеет произвольную функцию распределения
B(x). Если поступившая заявка застает прибор сво�
бодным, то она занимает его для обслуживания.
Если прибор занят, то заявка переходит в ИПВ, где
осуществляет случайную задержку, продолжи�
тельность которой имеет экспоненциальное распре�
деление с параметром σ. Из ИПВ после случайной
задержки заявка вновь обращается обслуживаю�
щему прибору с повторной попыткой его захвата.
Если прибор свободен, то заявка из ИПВ занимает
его для обслуживания, в противном случае заявка
мгновенно возвращается в источник повторных вы�
зовов для реализации следующей задержки.

Рисунок. RQ�система MMPP|GI|1

Figure. RQ�system MMPP|GI|1

Обозначим вектор�столбец R – стационарное
распределение вероятностей значения цепи Мар�
кова, управляющей входящим MMPP�потоком,
которое определяется из следующей системы:

где Е – единичный вектор�столбец; 0 – вектор�стол�
бец с нулевыми элементами. Очевидно, что интен�
сивность входящего потока равна λ=R⋅ρλ⋅E.

Пусть параметры системы таковы, что выпол�
няется:

(1)

где b – среднее время обслуживания.
Тогда загрузка системы определяется как

ρ=λb=R⋅ρλR⋅E.
Для данной системы ставится задача найти ра�

спределение вероятностей числа заявок в источни�
ке повторных вызовов такой системы.

Пусть i(t) – процесс, характеризующий число
заявок в ИПВ. Процесс i(t) не является марков�
ским. Однако его можно марковизировать путем
введения дополнительных компонент: n(t) – цепь
Маркова, управляющая ММРP�потоком; z(t) –
оставшееся время обслуживания, а процесс k(t) –
определяет состояние прибора следующим обра�
зом: k(t)={1, если прибор занят; 0, если свободен}.

Обозначим P{k(t)=0,n(t)=n,i(t)=i}=P(0,n,i,t) ве�
роятность того, что прибор свободен в момент вре�
мени t, управляющая МMPP�потоком цепь Марко�
ва находится в состоянии n и в ИПВ находится i за�
явок; а P{k(t)=1,n(t)=n,i(t)=i,z(t)<z}=P (1,n,i,z,t) –
вероятность того, что в момент времени t прибор
занят, управляющая МMPP�потоком цепь Марко�
ва – в состоянии n, в источнике повторных вызовов
находится i заявок, и оставшееся время обслужи�
вания меньше z.

Очевидно, что процесс {k(t),i(t),n(t),z(t)} изме�
нения состояний данной системы во времени явля�
ется марковским. Для получения распределения
вероятностей {P(0,n,i,t); P(1,n,i,z,t)} состояний
рассматриваемой RQ�системы составим систему
уравнений Колмогорова:

(2)
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Тогда система (2) примет матричный вид:

(3)

где I – единичная матрица.
Перейдем в системе (3) к частичным характери�

стическим функциям:

где j=√
–
–1
–

– мнимая единица. Тогда система уравне�
ний (3) для характеристических функций перепи�
шется в виде:

(4)

Решим систему (4) методом асимптотического
анализа в условии большой загрузки, характери�
зующемся предельным соотношением ρ↑1. Или,
введя бесконечно малую величину ε=1–ρ>0, усло�
вие большой загрузки может быть описано услови�
ем: ε↓0.

Метод асимптотического анализа второго порядка 
в условии большой загрузки
В системе (4) выполним замены u=εw,

H(0,u)=εG (w,ε), H(1,u,z)=F(w,ε,z). Получим:

(5)

Для получения асимптотики второго порядка
необходимо рассмотреть следующие разложения
функций:

(6)

(7)

где O(ε3) – бесконечно малая величина порядка ε3.

Введем обозначения

Тогда асимптотической характеристической
функцией второго порядка будем называть функцию

где функции F(w), G(w) и (w) определяются разло�
жениями (6) и (7), а параметр ε=1–ρ.

Вид функции h2(u) определяется следующей
теоремой.

Теорема. Асимптотическая характеристиче�
ская функция второго порядка имеет вид

(8)

где

(9)
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где параметры α и β определяются равенствами
(9), постоянные δ и η равны:
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Доказательство
В системе (5) совершим предельный переход

при ε↓0, обозначив

Тогда справедливо следующее:

(10)

Подставим разложения (6), (7) в систему (5), и в
результате несложных преобразований можно за�
писать следующую систему дифференциальных
уравнения при одинаковых степенях ε:

(11)

Для получения скалярных уравнений сумми�
руем матричные уравнения системы (5), умножим
полученное уравнение на единичный вектор�стол�
бец и совершим предельный переход при z→∞, 

обозначив

Подставим разложения (6), (7) и выпишем си�
стему уравнений при одинаковых степенях ε:

(12)

Объединив (10), (11) и (12), получим систему
шести матричных и трех скалярных дифферен�
циальных асимптотических уравнений. Решение
этой системы будем проводить в несколько этапов.

Этап 1. Будем искать F(w,z) в виде произведе�
ния:

(13)

Тогда из 2�го уравнения системы (10) можно за�
писать:

Найдем A'(0). Так как A(∞)=1, то

Тогда получаем: 
Из 1�го уравнения системы (10) можно запи�

сать:

(14)

Из условия нормировки для функции
F(w)E:F(0)E=1, поэтому несложно показать, что
G(0)E=0. Тогда имеет место следующее равенство:

(15)

Этап 2. Выразим из 1�го уравнения системы
(11) g2'(w):

(16)

Затем подставим (16) во 2�е уравнение (11).
В результате несложных преобразований можно
записать следующее равенство:

(17)

Перепишем уравнение (17) при условии z→∞.

(18)

Подставив в (18) выражения (13) и (14), полу�
чим

Пусть

(19)

где ϕ(w) – неизвестная функция, а V – некоторый
вектор, являющийся решением системы:

Для того чтобы существовало решение такой си�
стемы, необходимо, чтобы ранг расширенной ма�
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трицы был равен рангу матрицы системы Q. Так
как определитель |Q|=0, то и ранг расширенной ма�
трицы должен быть меньше размерности системы.
Тогда достаточно выполнения следующего условия:

что справедливо в силу (1).
Таким образом, из (19) можно записать:

(20)

Этап 3. Рассмотрим уравнение (17), умножен�
ное на единичный вектор�столбец:

Учтем (13) и (14) и проинтегрируем последнее
уравнение:

(21)

Перепишем (21) при условии z→∞:

(22)

Нетрудно показать, что 

Тогда (22) перепишется в следующем виде:

Отсюда

(23)

Тогда из уравнения (16) получим:

(24)

В силу (23) и (24) очевидно, что выполняется:

(25)

(26)

Этап 4. Суммируем 1�е и 2�е уравнения системы (12):

Подставим в это выражение полученные фор�
мулы (14), (20) и (24).

Продифференцируем последнее выражение и
подставим (20):

(27)

Разделим левую и правую часть уравнения на вы�

ражение и введем обозначения:

Тогда формула (27) примет вид:

Решение такого уравнения имеет вид:
Ф(w)=C[w+jβ]–α. Из условия нормировки можно
получить, что значение постоянной С равно
C=[jβ]α. Тогда имеем:

(28)

где параметры α и β определяются выражением (9).
Возвращаясь к (13) и (15), получим вид иско�

мых функций:

(29)

Этап 5. Из 3�го уравнения системы (11) выра�
зим g2'(w):

(30)

Подставим выражение (30) в 4�е уравнение си�
стемы (11):

(31)

( )2 2
2

2

2

( ) ( 0)
1 ( ) ( )

( )
( ) ( )

2

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

( ) ( ) 0.

w z w
B z w z

z z

jw
jw w z jw w z

jw d w d w
j B z jwj B z

dw dw

w B z

σ σ

∂ ∂
− − + −

∂ ∂

⎛ ⎞
− − ⋅ + ⋅ −⎜ ⎟⎝ ⎠

− + +

+ =

f , f ,
f , Q

F , f ,

G g

g Q

λλ λλ

2 2( ) ( 0)
( ) ( )( ).

d w w
j w w

dw z
σ

∂
= − − − −

∂
g f ,

G g Qλλ λλ

( ) 1 ,

( ) 1 ( ).

jw
w

jw
w w

α

β

β

−⎧ ⎛ ⎞
= ⋅ −⎪ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎪

⎨
⎛ ⎞⎪ = ⋅ − Φ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

F R

G R

( ) 1 ,
jw

w

α

β

−
⎛ ⎞

Φ = −⎜ ⎟⎝ ⎠

( ) '( ) [ ].w j w jwα βΦ ⋅ = Φ ⋅ −

1

2

3

1
, 1 .

2

b
b E

b b b

β
β α

σ

−
⎡ ⎤⎛ ⎞= − + = +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
V VEλλ

2

3

1

2

b
E

b b
− +V VEλλ

2

2

2

2 2

1
'( )

2

1 1 1
( ) 0.

2

jw jw b
w jw

b b b b

b
j w

b b b bσ

⎡ ⎤Φ ⋅ − − − +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤+ Φ ⋅ − + + =⎢ ⎥⎣ ⎦

V E VE

V E VE

λλ

λλ

2

2

1
( ) ( )

1 1
( ) ( ) ( ) 0.

2

jw w E jw w
b

jw b
w w w

b b b b

Φ ⋅ − Φ ⋅ +

+ − Φ + ⋅Φ =

V VE

G E

λλ

( ) ( )
( ) (1 ) 0.

d w d w
w jw j j

dw dw
σ σ⋅ + − + =
G g

f E E Eλλ

2

2

( ) 1
( )

( )( ) ( )( ).
2

d w
j w

dw b

jw b
w b w

b b

σ = − −

− Φ − − −

g
f

R G Q λλ

2( ,0)
( ) ( ) ,

2

w jw b
b w w b

z b b

∂ ⎛ ⎞= + Φ −⎜ ⎟⎝ ⎠∂
f

f R

2

2

( )

1
( ) ( ) ( ) .

2

d w
j

dw

jw b
w w b w E

b b b

σ =

⎛ ⎞= − − Φ − +⎜ ⎟⎝ ⎠

g
E

f E G λλ

2( ,0)
( ) ( ) .

2

w jw b
b w w b

z b b

∂ ⎛ ⎞= + Φ −⎜ ⎟⎝ ⎠∂
f

E f E

2( ,0)
( ) ( ) .

2

w jw b
w b w b

z b b

∂ ⎛ ⎞= − Φ −⎜ ⎟⎝ ⎠∂
f

f E E

2

0

( ( ) ( )) .
2

b
A x B x dx b

b

∞

− = −∫

0

0

( ,0)
( ) (1 ( ))

( ) ( ( ) ( )) .

w
w B x dx

z

jw
w A x B x dx

b

∞

∞

∂
= − −

∂

− Φ −

∫

∫

f
f E E

0

0

( ,0)
( , ) (1 ( ))

( ) ( ( ) ( )) .

z

z

w
w z B x dx

z

jw
w A x B x dx

b

∂
= − −

∂

− Φ −

∫

∫

f
f E E

( , ) ( ,0)
(1 ( ))

( )
( , ) ( ) 0.

w z w
B z

z z

d w
jw w z E jwj B z

dw
σ

∂ ∂
− − +

∂ ∂

+ ⋅ + =

f f
E E

G
F Eλλ

( ) ( ) ( ) ( ).w jw w w wϕ= Φ ⋅ + ⋅ −f V R G

1 1
0 èëè ,E

b b

⎛ ⎞− = =⎜ ⎟⎝ ⎠
R R E Rλλ λλ

Назаров А.А., Фёдорова Е.А. Исследование RQ�системы MMPP|GI|1 методом асимптотического анализа ... С. 6–15

10



Совершим предельный переход при z→∞ и под�
ставим выражения (16), (20), (25) и (29), получим:

Пусть

(32)

где ϕ2(w) – неизвестная функция, а V – вектор, яв�

ляющийся решением системы

V1 – некоторый вектор, являющийся решением
системы:

Для того чтобы существовало решение такой си�
стемы, необходимо, чтобы ранг расширенной ма�
трицы был равен рангу матрицы системы Q. Так
как определитель |Q|=0, то и ранг расширенной ма�
трицы должен быть меньше размерности системы.
Тогда достаточно выполнения следующего условия:

Нетрудно показать, что это условие выполняется.
Тогда из (32) следует, что

(33)

Этап 6. Найдем вид функции f(w,z). Из выра�
жения (21), нетрудно показать, что выполняется:

Подставив в последнее выражение формулу
(25), получим:

(34)

Этап 7. Умножим уравнение (31) на единич�
ный вектор�столбец:

Учитывая формулы (13), (14), (20), (26), (34), в
ходе несложных преобразований получим следую�
щее равенство:

Перепишем выражение при z→∞:

(35)

Можно показать, что

Тогда уравнение (35) перепишется в виде:
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(36)

Из выражения (33) известно:

(37)

Приравнивая правые части формул (36) и (37),
получим
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Подставим (38) в уравнение (30):
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дующее уравнение.

где
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тогда

Введем обозначения:

Тогда после некоторых преобразований, ура�
внение (39) примет вид:

(40)

Решение неоднородного дифференциального
уравнения (40) представляется в виде:

(41)

Из условия нормировки для функции F(w):
F(0)=1 и равенства (29) следует, что ϕ(0)=1.

Рассмотрим интеграл: 

Получаем, что (41) примет следующий вид:

Возвращаясь к формуле (19) и учитывая (28),
имеем

Тогда, возвращаясь к переменной u=εw и пара�
метру ρ, подставляя известные выражения для
функций в формулу (8), получим выражение для
асимптотической характеристической функции
второго порядка:

что и требовалось доказать.
С помощью полученной асимптотической ха�

рактеристической функции по формуле обратного
преобразования Фурье может быть найдено асим�
птотическое распределение P(i) следующим обра�
зом:

Проведенное численное сравнение асимптоти�
ческого и точного распределения (полученного с
помощью численных методов) позволило выявить
область применимости предлагаемого метода: рас�
стояние Колмогорова между точным и приближен�
ным распределениями становится Δ≤0,05 при за�
грузке ρ>0,8, что в 4 раза шире области примени�
мости метода асимптотического анализа первого
порядка.

Заключение
Таким образом, в работе было проведено иссле�

дование RQ�системы MMPP|GI|1 методом асимпто�
тического анализа второго порядка в условии боль�
шой загрузки. В ходе исследования была получена
асимптотическая (2�го порядка) характеристиче�
ская функция распределения числа заявок в ис�
точнике повторных вызовов. Численный анализ
результатов показал, что область применения
асимптотического метода второго порядка по срав�
нению с асимптотикой первого порядка [20] увели�
чивается в 4 раза: расстояние Колмогорова Δ≤0,05
для асимптотики первого порядка при загрузке
ρ>0,95, а для асимптотики второго порядка при
загрузке ρ>0,8, что позволяет использовать полу�
ченные результаты для более широкого круга
практических задач.

Научно�исследовательская работа в рамках проект�
ной части государственного задания в сфере научной дея�
тельности Министерства образования и науки РФ
№ 1.511.2014/К.
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Retrial queuing systems which are mathematical models of real processes in telecommunication systems are a new developing direction
of the queuing theory. However the analytical formulas are obtained only for systems with Poisson arrival process. Most of the foreign
scientists on queuing theory use different numerical methods for researching retrial queueing systems with not Poisson arrival process
(e. g. ММРР, МАР, BMAP). Such methods have a natural limit of applicability related to solving the equations systems of large dimen�
sion (from 1000 to 500 thousand states). Thus, the urgency of the reserach is caused by the need to develop analytical methods for stu�
dying RQ�systems with arrival MMP�process.
The main aim of the study is to find the asymptotic probability distribution of the number of calls in the orbit in the retrial queueing
system MMPP|GI|1 for a sufficiently large number of states of the system.
The methods used in the study: second�order asymptotic analysis method under heavy load condition.
The results. The authors have obtained the asymptotic (second�order) characteristic function of the probability distribution of the num�
ber of calls in the orbit in the retrial queueing system MMPP|GI|1. The paper introduces the formula for asymptotic distribution construc�
tion. The numerical analysis of the results showed that the proposed method can be used to load values ρ>0,8, whereas the first�order
asymptotic analysis method is applied when load values ρ>0,95. When using the obtained asymptotic probability distribution the most
important characteristics of the system can be calculated (e. g. the average number of calls in the orbit). They can be used in modeling
or optimization of real economic and technical systems operation.
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Retrial queueing system, orbit, MMP�process, heavy load, second�order asymptotic analysis method.
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