
7. Официальный сайт компании ООО «Технокерам». 2013. URL:
http://www.rauschert.com.ua/products/high-temperature-cera-
mics.html (дата обращения: 21.02.2013).

8. Сплавы для термопар: справочник / под ред. И.Л. Рогельберг,
В.М. Бейлин. – М.: Металлургия, 1983. – 360 с.

9. Филиппов М.М., Бабушкин Ю.В., Грибенюков А.И. Проблемы
управления процессом выращивания кристаллов методом 

Бриджмена. – Saarbrucken: Lambert Academic Publishing,
2012. – 174 c.

10. Официальный сайт COMSOL Multiphysics. 2013. URL:
http://www.comsol.com/ (дата обращения: 21.02.2013).

11. Киреев В.И., Пантелеев А.В. Численные методы в примерах и
задачах. – М.: Высш. шк., 2004. – 480 с.

Поступила 01.04.2013 г.

Известия Томского политехнического университета. 2013. Т. 323. № 2

158

Введение

В работе [1] обоснована необходимость и предста-
влены результаты исследования граничных условий
у эмиттера термоэмиссионного диода. Исследование
модели граничных условий у коллектора также пред-
ставляет интерес, который обусловлен в первую оче-
редь процессами у коллектора, связанными с перехо-
дом диффузионного режима работы диода в дуговой
[2–5]. Как и в [1], в данной работе анализируются
области возможных решений граничных уравнений,
используя методику анализа решений краевых задач
на фазовых плоскостях, предложенную в [6–8].

В настоящей работе проведены аналитические
и численные исследования модели монотонных
граничных условий у коллектора. Выявлены её
асимптотическое поведение, характерные измене-
ния при вариации параметров термоэмиссионного
диода и плазмы и поведение параметров плазмы
при поджиге дугового разряда.

Модель монотонных плазменных 
граничных условий у коллектора и её анализ

Модель монотонных граничных условий (вир-
туальный электрод отсутствует) в слое у коллекто-
ра для плотности ионного Jid, электронного Jed тока
и плотности энергии электронов qed для тормозя-
щего (VC≥0) приэлектродного потенциального
барьера записывается [6, 9]:

(1)

(2)

(3)

и для ускоряющего (VC≤0) приэлектродного потен-
циального барьера:

(4)

(5)

(6)

(7)

где Jred=γCeendv
–

e(Ted), Jrid=γCiendv
–

i(Td) – плотности ха-
отического тока электронов и ионов из плазмы на
коллектор; e – заряд электрона; γCe, ACe, γCi, ACi – ко-
эффициенты пропорциональности для хаотическо-
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го тока и анизотропии потоков заряженных частиц
и энергии; nd – плотность плазмы у коллектора;
v–e(Ted)=√


(8k

Ted


)/

(πme)


, v–i(Td)=√

(8k

Td)

/(
πmi)


– тепло-
вые скорости заряженных частиц; k – постоянная
Больцмана; me, mi – массы заряженных частиц; J –
плотность тока диода; JCe

(E), JCi
(E) – эмиссионные элек-

тронный и ионный токи с учетом нормального эф-
фекта Шоттки [4]; Ted, Td – температуры электро-
нов плазмы и ионов (атомов) цезия; TeC – темпера-
тура электронов коллектора; TC – температура кол-
лектора. Хорошим приближением считается
Td=TeC=TC [1, 2]. Нижний индекс «d» означает, что
значения параметров плазмы берутся у коллекто-
ра для пространственной переменной x=d, d –
межэлектродное расстояние. Эмиссионные элек-
тронный и ионный токи коллектора для напря-
женности электрического поля у коллектора
E=0 определяются как

где ga, gi – статистические веса атома и иона цезия;
FC – работа выхода электрода в парах цезия;
Vi=3,89 эВ – энергия ионизации цезия;
A=120,2 A/(K2см2) – теоретическая эмиссионная
постоянная; βC – параметр компенсации заряда у
коллектора.

Плотность атомов nad цезия для слабоионизо-
ванной плазмы определяется из уравнения состоя-
ния у коллектора

где pCs – давление насыщенных паров в резервуаре
с цезием.

Из равенства плотности энергии электронов в
плазме у коллектора

и плотности энергии электронов через слой у кол-
лектора (3) или (6) получим выражение для про-
странственной производной температуры электро-
нов плазмы у коллектора

(8)

где λed – коэффициент теплопроводности электрон-
ного газа и множитель βed, определенные в [2].

Для аналитических исследований модели
(1)–(8) выполним ряд преобразований и получим
несколько соотношений для параметров диода и па-
раметров плазмы у коллектора. Каждая пара гра-
ничных условий (1)–(2) и (4)–(5), с учетом (7), пре-
образуется следующим образом. Выражается из
уравнения баланса для электронного тока, напри-
мер из (1), экспонента и подставляется в уравнение

(2) баланса для ионного тока и учитывается выра-
жение для J. Окончательно получаем уравнения

(9)

(10)

При фиксированных параметрах диода TC, FC,
pCs, J и фиксированных параметрах плазмы Ted, TeC,
Td получили функции (9) и (10), которые в неявном
виде задают связь между плотностью плазмы и ион-
ным током и позволяют изучить поведения этих
функций и их представление на плоскости (n,Ji).

Уравнения (9) и (10) имеют точку сшивки
(VC=0) с координатами

(11)

(12)

Подставляя (11), (12) в (6) и (8), используя (4)
при VC=0, получим выражения для ординат точек
сшивки для плоскостей (Te,qe) и (Te,dTe/dx)

(13)

(14)

Каждая из функций g={g1=0,g2=0} имеет огра-
ниченную область определения: g1(nd,Jid)=0 –
{n≥nd

0,Jid≥J0
id}; g2(nd,Jid)=0 – {n≤nd

0,Jid≤J0
id}. Кроме

этого, на область определения функций наклады-
вается физическое ограничение nd>0.

Анализ уравнений (9) и (10) позволяет выявить
особенности асимптотического поведения кривых
граничных уравнений для различной полярности
VC. При больших значениях VC>0 ионный ток Jid,
согласно (9), стремится к асимптоте

(15)

вследствие этого имеется ограничение на величину
VC.

Подставляя выражение (15) в выражение для
ускоряющего потенциального барьера, полученно-
го из (1)
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и выполняя предельный переход nd→∞, получим
предельное значение

(16)

При больших значениях VC<0 плотность ион-
ного тока Ji0, согласно (10)

(17)

Так как Ji–dn/dx, то асимптотическая зависи-
мость (15) представляет собой граничное условие
III рода, (17) – граничное условие II рода, а в про-
межуточных точках кривой g={g1=0,g2=0} – супер-
позицию всех трех родов.

Покажем, что в модели (1)–(8) имеется допол-
нительное ограничение области определения кри-
вой g2=0 и особенность для VC. Преобразуя (4) с
учетом (7), получим формулу для тормозящего
приэлектродного барьера (VC≤0)

(18)

Так как знаменатель логарифма в (18) должен
быть положительной величиной, то выражение
для области ограничения параметров плазмы у
коллектора на плоскости (n,Ji) запишется как

(19)

Приравнивая правую часть неравенства (19) к
нулю, получим выражение для границы области
ограничения

(20)

где nd
b, Jb

id – абсцисса и ордината линии границы
области ограничения. Совместный анализ уравне-
ний (4), (5), (10) и (20), учитывая (18), показал, что
при приближении точки, находящейся на
g2(nd,Jid)=0, к точке на прямой (20) с координатами

(21)

(22)

потенциальный барьер у коллектора VC→–∞.
Для получения точек кривой g={g1=0,g2=0} и

затем вычисления выражений (3), (6), (8), необхо-
димо выполнять численные расчеты. Задаются Ted,
Td и VC, с учетом (16), при фиксированных параме-
трах диода TC, FC, pCs, J, тогда любая точка кривой
g={g1=0,g2=0}из области её определения вычисля-
ется путем решения системы линейных алгебраи-
ческих уравнений (СЛАУ) относительно nd и Jid

(23)

где
для j=1, VC≥0,

для j=2, VC≤0,

Контроль решения СЛАУ (23) осуществлялся
по невязке функций g={g1=0,g2=0}. Для учёта эф-
фекта Шоттки организовывался итерационный
цикл, окончание которого происходило при дости-
жении заданной относительной погрешности
|∆JCe

(E)|/JCe
(E).

Результаты численных исследований 
и их обсуждение

На рис. 1 представлены характерные кривые
граничных условий g={g1=0,g2=0} у коллектора
для различных работ выхода. Сплошными круж-
ками на кривых обозначены точки сшивки с коор-
динатами (11), (12), находящиеся в первом кван-
дранте. Пунктирной линией обозначена граница
области ограничения параметров плазмы у кол-
лектора (20). С увеличением FC плотность эмисси-
онного электронного тока JCe

(0) уменьшается (А/см2):
1,04, 0,33, 0,032, а параметр компенсации βC уве-
личивается: 1,05⋅10–8, 1,07⋅10–7, 1,11⋅10–5. Для всех
кривых реализуется режим недокомпенсации
βC<<1. Кривые g1=0 практически полностью сов-
падают с асимптотой (15).

Каждая из кривых g2=0 представляет собой, со-
гласно (10), линию, подобную ветви параболы,
большая часть которой находится в первом кван-
дранте. Основные изменения кривой происходят
при изменении VC в диапазоне [–kTed/e,0]. В обла-
сти VC<–2 В она приближается сверху к асимптоте
(17). При малых βC и уменьшении JCe

(0) парабола вы-
рождается в прямую.

В некоторых работах, например [2, 4], для ана-
лиза параметров плазмы используется модель неэ-
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миттирующего коллектора JCe
(0)=JCi

(0)=0. В этом слу-
чае, как и для малых значений βC и JCe

(0), в точке
сшивки производная dJi/dn терпит существенный
разрыв, который отражается на вольтамперной ха-
рактеристике диода. Кривая g2=0 совпадает с пря-
мой (20) (рис. 1, пунктир) и находится полностью в
первом квандранте. Координаты точки, в которой
VC=∞, вычисляются по (21), (22) при JCi

(0)=0. При
анализе данного приближения математических
трудностей, связанных с областью ограничения
параметров, плазмы у коллектора, не возникает,
т. к. VC вычисляется не из (18), а из уравнения (5)

В случае значительных перекомпенсаций
βC>>1 (рис. 2) поведение кривых g={g1=0,g2=0} су-
щественно изменяется. Точки сшивки лежат в че-
твертом квандранте и кривые g1=0 значительно от-
клоняются от асимптоты (15). Поведение каждой
из кривых g2=0 рис. 2 во многом похоже на пове-
дение кривых рис. 1 за исключением того, что
приближение к асимптоте снизу и область выхода
к ней менее выражена. При увеличении Ted отчет-
ливо видно движение границы области ограниче-
ния параметров плазмы у коллектора вправо по
оси on. Поведение кривых g={g1=0,g2=0}
рис. 2 практически совпадает с поведением соот-
ветствующих кривых для эмиттера при больших
значениях перекомпенсации βE [1], за исключени-
ем наличия области ограничения параметров плаз-
мы. Переход от характерного вида кривых
g={g1=0,g2=0} рис. 1 к виду кривых рис. 2 проис-
ходит при сочетании параметров диода и плазмы,
для которых Jid

(0)≈–JC
(0).

Рис. 1. Зависимости плотности ионного тока от плотности
плазмы в оболочке у коллектора для параметров
диода: TC=1000 К, pCs=1 мм рт. ст., J=1 А/см2 и плаз-
мы: Ted=2000 К, VC∈[–5,0;+0,25]

Малые изменения nd и Jid в окрестности точки
(ndb,Jidb) функции g2=0 приводят к существенным
изменениям VC. Например, вариация VC в диапазо-
не [–5,0; –2,0] на 1 В приводит к вариации в
8–9 знаках после запятой нормализованных вели-
чин nd, Jid, а для кривых рис. 1 – в 14–16 знаках.
Такая подстройка параметров лабораторной плаз-
мы и такие прецизионные измерения параметров
плазмы у электрода невозможны. Распределения

плотности плазмы в межэлектродном зазоре для
областей квазинасыщения вольтамперной харак-
теристики диода и поджига разряда, полученные с
помощью зондовых измерений [3], практически
совпадают.

Точку (ndb,Jidb), в связи с большой восприимчи-
востью [10], наличием ограничения (20), можно
рассматривать как точку бифуркации, которая
значительно влияет на нестационарные и критиче-
ские плазменные процессы термоэмиссионного
диода [2].

Рис. 2. Зависимости плотности ионного тока от плотности
плазмы в оболочке у коллектора для параметров
диода: TC=1800 К, FC=3,25 эВ, pCs=1 мм рт. ст.,
JCe

(0)=0,31 А/см2, J=1 А/см2 и плазмы: VC∈[–5,0;+0,17],
βC=147,42

На рис. 3 показаны зависимости qed=qed(nd) и
dTed/dx=dTed/dx(nd), построенные с помощью (3),
(6)–(8) для данных рис. 1. Видно, что в области
определения g2=0 изменение qed=qed(nd) линейно, а
для g1=0 – почти линейно. Но при больших эмисси-
онных токах JCe

(0) зависимость qed=qed(nd) имеет ло-
кальный минимум, т. е. в некотором диапазоне из-
менения nd разным состояниям плазмы соответ-
ствует одинаковая плотность потока энергии элек-
тронов. Это обстоятельство отмечалось в [3]. На за-
висимостях qed=qed(nd), соответствующих кривым
рис. 2, локальный минимум появляется при боль-
ших значениях Ted. Сечение кривых, подобных
кривым рис. 3, при фиксированных значениях nd

позволяют построить зависимости qed=qe(Ted) и
dTed/dx=dTed/dx(Ted).

В связи с ограничением VC<VClim имеется ограни-
чение области определения кривой g1=0:nd<ndmax,
так же как и для эмиттерной оболочки [1].

В модели (1)–(8) плотность тока диода J>0 не
ограничивается эмиссионным током с коллектора
JCe

(0). При вариации J в большом диапазоне форма кри-
вых g={g1=0,g2=0} сохраняет характерные особенно-
сти, описанные выше, для J=1 А/см2 (рис. 1, 2).

Относительные изменения эмиссионных токов
коллектора за счет нормального эффекта Шоттки
практически аналогичны относительным измене-
ниям эмиссионных токов эмиттера [1].

Анализ координат точек сшивки (11)–(12), а
также (13)–(14), и их изменений при вариации па-
раметров диода и плазмы является удобным спосо-
бом оценки вида и изменения положения кривых
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граничных условий у коллектора на фазовых пло-
скостях, подобных (n,Ji). Такой анализ можно про-
водить подобно тому, как это сделано для модели
эмиттерной оболочки [1]. Кроме указанных выше
точек важную роль при анализе модели коллектор-
ной оболочки играет граница области ограничения
параметров плазмы у коллектора (20) и точка с ко-
ординатами (ndb,Jidb), при приближении к которой
значение VC существенно возрастает. Небольшие
погрешности вычисления функции g2(nd,Jid)=0 в
окрестности точки (ndb,Jidb) приводят к неустойчи-
вости вычислительного процесса и, как следствие,
к скачкам на вольтамперной характеристике дио-
да [6]. С физической точки зрения анализ поведе-
ния кривой g2=0 вблизи прямой (20) важен для по-
нимания процесса перехода из диффузионного в
дуговой режим работы диода [5].

Модели граничных условий у эмиттера и кол-
лектора обладают симметрией при смене напра-
вления протекания плотности тока диода [2]. При
замене J на –J все особенности кривых граничных
уравнений f={f=1=0,f=2=0}, исследованные в [1],
проявляются для кривых g={g1=0,g2=0}, и наобо-
рот.

Выводы

1. Аналитические и численные исследования мо-
дели монотонных плазменных граничных
условий на плоскости плотность плазмы–ион-
ный ток позволили выявить и исследовать
область ограничения параметров плазмы у кол-
лектора. При приближении кривой граничного
условия к данной области значительно растет
модельное значение скачка потенциала у кол-
лектора. Пересечение границы этой области с
кривой граничного условия является точкой
бифуркации плазменных процессов термоэмис-
сионного диода. При приближении к этой точке
требуется обеспечение прецизионных вычисле-
ний параметров плазмы. Анализ поведения
кривой граничного условия в окрестности этой
точки играет важную роль в понимании про-
цесса поджига дуги.

2. Координаты точек сшивки граничных условий
удобно использовать как для анализа типа кри-
вой граничного уравнения у коллектора, так и
для оценки влияния параметров диода и плаз-
мы на их изменение. В области точки сшивки
обнаружен резкий излом кривых коллектор-
ных условий. Он характерен как для малых,
так и для больших параметров компенсации,
но особенно отчетливо проявляется при малых
значениях электронного тока эмиссии коллек-
тора.

3. Все выявленные характерные особенности за-
висимостей плотности ионного тока от плотно-
сти плазмы (асимптоты, переходные участки до
асимптот) отображаются в поведении плотно-
сти энергии электронов и пространственной
производной электронной температуры у кол-
лектора от этой переменной. Зависимость плот-
ности энергии электронов у коллектора от
плотности плазмы для тормозящего приэлек-
тродного потенциального барьера при больших
значениях плотности эмиссионного тока элек-
тронов имеет экстремальный характер.
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Рис. 3. Зависимости плотности потока энергии (а) и произ-
водной температуры электронов от плотности плаз-
мы (б) в оболочке у коллектора для параметров дио-
да: TC=1000 К, pCs=1 мм рт. ст., J=1 А/см2 и плазмы:
Ted=2000 К, VC∈[–5,0;+0,25]
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Введение

Линейные индукционные ускорители (ЛИУ) с
магнитной коммутацией, разработанные в Физико-
техническом институте ТПУ, используются в ос-
новном в качестве источников питания реляти-
вистских СВЧ приборов [1]. Отсутствие в ЛИУ на
магнитных элементах газоразрядных коммутато-
ров снимает принципиальные ограничения на ча-
стоту повторения импульсов. В продолжительном
режиме работы эта частота ограничена тепловыми
нагрузками на элементы ЛИУ, в первую очередь на
сердечники магнитных коммутаторов (дросселей
насыщения), а при кратковременном включении
ускорителя в режиме пакета импульсов с еще мень-
шим периодом следования – частотными возмож-
ностями тиристорного зарядного устройства, т. е.
временем восстановления тиристоров и временем
заряда накопителя первичного источника питания
[2]. Эффективность применения ЛИУ с магнитной
коммутацией энергии в проводимых эксперимен-
тальных исследованиях обусловлена высокой ста-
бильностью их выходных параметров, высокой ча-
стотой следования импульсов, достигающей нес-
кольких килогерц, и практически неограничен-
ным ресурсом работы. Такой ускоритель может ра-
ботать в любом однополярном режиме: отрицатель-
ном, когда нагрузкой является, например, реляти-

вистский магнетрон, или положительном – при ра-
боте на отражательный триод. Полярность рабочих
импульсов ЛИУ может изменяться перестановкой
клемм на выходе первичного источника питания.

С целью расширения функциональных воз-
можностей ЛИУ на магнитных элементах, напри-
мер, для их практического применения в техноло-
гических процессах в области материаловедения,
необходимо создать устройство, способное сформи-
ровать на нагрузке два высоковольтных разнопо-
лярных импульса напряжения с временной за-
держкой между ними [3]. Решение данной задачи
позволило бы в случае прикладного использования
такой установки повысить ее производительность,
эффективность и надежность, а также значительно
упростить эксплуатацию.

В настоящей работе представлены схема, мето-
дика расчета параметров элементов и результаты
моделирования работы ЛИУ с магнитной коммута-
цией энергии, способного формировать на нагруз-
ке два разнополярных импульса, разделенных вре-
менным интервалом, при одном срабатывании пер-
вичного источника питания и с высокой частотой
посылок сдвоенных импульсов.

При разработке ускорителя с разнополярными
импульсами за основу была принята схема постро-
ения действующего ЛИУ 0,4/6 [4].
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