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Введение

Как известно [1–4], дифференцируемые отобра-
жения многообразий являются важным разделом
дифференциально-геометрических структур на
многообразиях.

Данная работа посвящена изучению отображе-
ния Vn,n:Qn→Pn аффинного Qn и проективного Pn

пространств. В первом разделе выводятся диффе-
ренциальные уравнения этого отображения, кото-
рым удовлетворяют компоненты внутренних фун-
даментальных геометрических объектов Г1 и
Г2 первого и второго порядков в смысле Г.Ф. Лап-
тева [2, 5]. С помощью этих компонент во втором
разделе изучаются поля инвариантных геометри-
ческих образов. Эти поля дают возможность ана-
литически и геометрически доказать, что с отобра-

жением Vn,n инвариантным образом ассоциируются
два отображения fn

2n:Qn→M2n и fn
2n–1:Qn→M2n–1, где

M2n и M2n–1 – многообразия всех невырожденных и
вырожденных нуль-пар пространства Pn, соответ-
ственно.

Все построения в данной работе носят локаль-
ный характер, а функции, встречающиеся в рабо-
те, предполагаются функциями класса С∞.

Обозначения и терминология соответствуют
принятым в [1–7].

1. Аналитический аппарат

Рассматривается n-мерное аффинное простран-
ство Qn, отнесенное к подвижному аффинному ре-
перу Q={B

–
,ε–a}  с деривационными формулами и

структурными уравнениями
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(1)

Рассматривается n-мерное эквипроективное
пространство Pn, отнесенное к подвижному экви-
проективному реперу P={A

–
I} с деривационными

формулами и структурными уравнениями:

(2)

Здесь предполагается, что линейно независи-
мые аналитические точки A

–
K∈Pn удовлетворяют

условию

(3)

т. е. внешнее произведение аналитических точек
A
–

K равно 1. Из (2) и (3) получаем

1.1. Рассматривается дифференцируемое ото-
бражение

(4)

аффинного Qn и проективного Pn пространств. Ре-
перы Q и P выбираются так, что дифференциаль-
ные уравнения отображения (4) имеют вид:

(5)

Здесь величины Aa
i с учетом (1) и (2) являются

компонентами внутреннего фундаментального гео-
метрического объекта

(6)

отображения (4) в смысле Г.Ф. Лаптева [2, 5], кото-
рые удовлетворяют дифференциальным уравне-
ниям:

(7)

Заметим, что геометрически отображение (4)
направление u={B

–
,ε–a}ua∈Qn переводит в направле-

ние x={A
–

,A
–

i}xi∈Pn, т. е.

(8)

В данной статье решается задача о нахождении
геометрических образов, определяемых компонен-
тами геометрического объекта (6) и продолженно-
го геометрического объекта

компоненты которого удовлетворяют дифферен-
циальными уравнениям (7) и

(9)

2. Поля инвариантных геометрических образов

2.1. В этом разделе используется, как и выше,
следующая система индексов i,j,k,l=


1,n


a,b,c,q=

1,n


. Предполагается, что отображение
Vn,n:Qn→Pn является невырожденным, т. е.

(10)

Поэтому можно ввести в рассмотрение величи-
ны Bi

a по формулам:

(11)

Из (7) с учетом (11) замечаем, что величины Bi
b

удовлетворяют дифференциальным уравнениям:

(12)

Рассмотрим следующие величины

(13)

Из (9) и (12) следует, что величины (13) удовле-
творяют следующим дифференциальным уравне-
ниям:

(14)

Найдем те геометрические образы в текущей
точке B∈Qn, которые определяются величинами
(13).

Каждой текущей точке B∈Qn в соответствующем
проективном пространстве Pn сопоставим гиперпло-
скость y∋A0, которая в точечных проективных коор-
динатах  репера P определяется уравнением

(15)

Из (5), (4) и (15) следует, что совокупность всех
направлений u={B

–
,ε–a}ua∈Qn, образы которых при

отображении Vn,n принадлежат гиперплоскости
y∈Pn, образует в Qn гиперплоскость Un–1(y)∋B, кото-
рая в точечных аффинных координатах репера Q
определяется уравнением

(16)

Пользуясь условиями инвариантности точек и
гиперплоскостей пространств Qn и Pn в смысле
Г.Ф. Лаптева [5] и учитывая (8), (7) и (9), получаем,
что гиперплоскость (16) и бесконечно близкая к ней
первого порядка вдоль направления v={B

–
,ε–b}v

b пе-
ресекаются по (n–2)-плоскости Un–2(y;v)∈Qn, яв-
ляющейся характеристикой Ch{Un–1(y)}v в направле-
нии v. Эта (n–2)-плоскость относительно репера Q
определяется уравнениями:

(17)

Из (17) следует, что каждому направлению
v={B

–
,ε–b}vb∈Qn в аффинном пространстве отвечает

пучок гиперплоскостей U~n–1(y;v)∋U~n–2(y;v), опреде-
ляемых уравнением:

0,

0.

i a

i a

i a b

i ab

y A u

y A u v

 =


=

0.i a

i ay A u =

0.i

iy y x⇔ ⋅ =

0

0

( ) ,

( 1) ,

,

k l k k l

ij ij l lj i
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δ δ δ δ ω θ

ω θ
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ɶ

(7)
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n n i ax V u A A A u= =

0

0 [ ]

,

, 0.

i j i i b i b

a a j b a ab

i i i i

j j j ab

dA A A A

A

θ θ

ω δ ω

+ Ω − =

Ω = − =

1 { }
i

aAΓ =

0 , ( , , 1, ).i i a

aA i j k nω θ= =

, :n n n nV Q P→

0 1

0 1 0.K n

K nω ω ω ω≡ + + + =…

0 1[ ........ ] 1,nA A A =

, , 0,

( , , 0, ).

J J K J I

I I J I I K Id A A D

I J K n

ω ω ω ω ω= = ∧ =

=

, ,

, , ( , , 1, ).

a b

a a a b
a b a b c b

b a a c

d B d

D D a b c n

ε θ ε θ ε
θ θ θ θ θ θ

= =
= ∧ = ∧ =

Математика и механика

29



(vb – фиксированы).

Отсюда следует, что совокупность всех напра-
влений v∈Qn типа {v∈Qn|v∈U~n–1(y;v)} образует в про-
странстве Qn пучок гиперквадрик Q2

n–1(y;λ)∋B, ко-
торые в аффинных координатах репера Q опреде-
ляются уравнением:

Асимптотическим гиперконусом этого пучка,
не зависящим от λ, будет гиперконус K2

n–1(y) второ-
го порядка, который определяется уравнением:

(18)

Таким образом, каждой гиперплоскости (15)
пространства Pn, отвечающей точке B∈Qn, в аф-
финном пространстве Qn соответствует гиперконус
K2

n–1(y). Из (18) с учетом (11) и (13) замечаем, что
прообразом гиперконуса K2

n–1(y)⊂Qn при отображе-
нии (4) является гиперконус K~ 2

n–1(y)⊂Pn с вершиной
в точке A0, который в проективных координатах
репера P определяется уравнением:

(19)

Итак, каждой гиперплоскости y∋A0 простран-
ства Pn, соответствующего точке B∈Qn, в этом про-
странстве отвечает гиперконус K

~ 2
n–1(y) второго по-

рядка с вершиной в точке A0.
Точке B∈Qn в соответствующем проективном

пространстве Pn сопоставим точку

(20)

Полярой этой точки относительно гиперконуса
(19) является гиперплоскость y~∋A0, которая в про-
ективных координатах репера P определяется ура-
внением:

(zj – фиксированы).      (21)

Таким образом, с учетом (16), (20), и (21) полу-
чаем, что каждой точке B∈Qn отвечает центропро-
ективное преобразование

(22)

с центром в точке A0, соответствующее точке Z
–
∈Pn,

которое гиперплоскость y переводит в гиперплоскость
y~. Из (22) замечаем, что точке B∈Qn в проективном
пространстве Pn в силу (13) отвечает гиперплоскость

(23)

которая в общем случае не проходит через точку
A0. Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 2.1. С каждым отображением
Vn,n:Qn→Pn в общем случае инвариантным образом
ассоциируется отображение

(24)

аффинного пространства Qn в многообразие M2n

всех невырожденных нуль-пар {Ln–1;A0} проектив-
ного пространства Pn.

Проводится с учетом (13), (10) и (11) канониза-
ция проективного репера P пространства Pn, при
которой

(25)

Из дифференциальных уравнений (14) с учетом
(25) получаются следующие дифференциальные
уравнения:

(26)

Здесь величины Aia удовлетворяют в силу (1) и
(2) дифференциальным уравнениям:

(27)

Заметим, что дифференциальные уравнения
(26) и (27) свидетельствуют в соответствии с [7] о
существовании канонизации репера P типа (25).

Из (23) следует, что канонизация типа (25) оз-
начает, что

(28)

Отметим, что дифференциальные уравнения
(5), (7), (26) и (27) являются дифференциальными
уравнениями отображения (24).

2.2. Каждой точке B∈Qn сопоставим направле-
ние

(29)

Из (2) и (28) с учетом (26) следует, что вдоль на-
правления u точка A0∈Pn описывает линию с каса-
тельной

(30)

а характеристика Ch(Ln–1)u гиперплоскости Ln–1

вдоль направления u, т. е. пересечение Ln–1 со своей
бесконечно близкой (Ln–1)' первого порядка вдоль u,
определяется в точечных координатах xj проектив-
ного репера P пространства Pn уравнениями

(31)

Из (29–31) замечаем, что каждой точке B∈Qn в
аффинном пространстве Qn отвечает гиперконус
Q

*
2

n–1 второго порядка с вершиной B

который определяется в аффинных точечных ко-
ординатах аффинного репера Q уравнением:

(32)

Здесь симметрические величины gab определя-
ются по формулам и в силу (27), (11), и (12) удовле-
творяют соответствующим дифференциальным
уравнениям:

(33)

причем явный вид величин gabc для нас несуще-
ственный.

Из (33) с учетом (11) замечаем, что гиперконус
Q

*
2

n–1⊂Qn в точке B∈Qn является прообразом гипер-
конуса Q2

n–1∈Pn второго порядка с вершиной в точке
A0∈Pn, который определяется уравнением

0.k j

kjC x x =

i

( )

1
, ,

2

c c c

ab i a b ab cb a ac b abcg A A dg g g gθ θ θ= − − =

0.a b

abg u u =

* 2

1 1 1{ Ch( ) },n n n n uQ u Q | x L L− − −= ∈ ∈∩

0 0, 0.i a

iax A x u= =

0( , ) ,
i a

i ax A A A u=

( , ) .a

a nu B u Qε= ∈

0

1 1 2( , ..., ) 0.n nL A A A x− = ⇔ =

[ ], 0.j b b

ia ja i ib a iab i abdA A A A Aθ θ− Ω − = =

0 1
, .

1

a k

i ia ia ikaA A G
n

ω θ= =
+

0 0.k a

i ab kG A B= ⇒ =

2 2:n n

n nf Q M→

0

1 { | ter ( ) 0} 0,i

n iL Z z z G z− = Π = ⇔ − =

( ) { }k jijz G zΠ =

0,k i j

k ijy y G x z⇔ =ɶ

0

0 .i iZ z A z A= +

2

1 ( ) 0.k i j

n k ijy y G x x−Κ ⇔ =ɶ

2

1 ( ) 0.i a b

n i aby y A v v−Κ ⇔ =

( ) 0.i a b i a

i ab ay A v v A vλ+ =

( ) 0,i a b i a

i ab ay A u v A uλ+ =
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Здесь симметрические величины Ckj определя-
ются по формулам и в силу (32), (7), (12) и (27) удо-
влетворяют соответствующим дифференциальным
уравнениям:

(34)

причем явный вид величин Ckja для нас несуще-
ственный.

Замечание 2.1. Из (34) замечаем, что в общем
случае гиперконус Q2

n–1⊂Pn в точке B∈Qn является
невырожденным, (не вырождается в гиперконус
по крайней мере с прямолинейной вершиной, про-
ходящей через точку A0∈Pn), т. е.

Поэтому в точке B∈Qn можно ввести в рассмо-
трение симметрические величины Cij по формулам

которые с учетом (34) удовлетворяют дифферен-
циальным уравнениям

(35)

Здесь явный вид величин Ca
ij для нас несуще-

ственный.
Замечание 2.2. Из (33) следует, что в общем

случае гиперконус Q
*

2
n–1⊂Qn в точке B∈Qn является

невырожденным, т. е.

(36)

Это дает возможность ввести в рассмотрение
симметрические величины gac по формулам:

(37)

которые с учетом (33) удовлетворяют дифферен-
циальным уравнениям

(38)

Здесь явный вид величин gb
ac для нас несуще-

ственный.
В каждой точке B∈Qn рассмотрим следующие

величины:

(39)

Здесь величины G k
ij определяются по формулам

(13). Из (14), (35)–(38) и (7) получаются дифферен-
циальные уравнения, которым удовлетворяют ве-
личины (39):

Здесь явный вид величин, стоящих при θ a, для
нас несущественный.

Точке B∈Qn сопоставим в соответствующей ги-
перплоскости Ln–1⊂Pn (28) аналитическую точку
X–=xiA

–
i, отвечающую геометрической точке X.

Из (5), (6) и (31) следует, что множество всех на-
правлений (29) в Qn, образы которых при отобра-
жении (4) пересекают гиперплоскость Ln–1⊂Pn в
точках Ch(Ln–1)u, образует в Qn гиперплоскость
Гn–1(X), определяемую в точечных аффинных коор-
динатах ua репера Q уравнением

Образ полюса этой гиперплоскости относитель-
но гиперконуса (32) при отображении (4) с учетом
(39), (35) и (37) пересекает гиперплоскость Ln–1⊂Pn

в точке Y с аналитической точкой Y–=yiA–i=Cj
ixjBi.

Такова геометрическая интерпретация центропро-
ективного преобразования

(40)

пространства Pn в себя с центром в точке A0∈Pn.
Из (22) и (40) замечаем, что множество всех

прямых z=(A–0,A–i)zi∈Pn, отвечающих точке B∈Qn,
таких, что соответствующие им произведения цен-
тропроективных преобразований П (z) и П* имеют
нулевые следы, образует в силу (39) в проективном
пространстве Pn гиперплоскость L*

n–1∋A0, определя-
емую в проективных координатах уравнением

(41)

Таким образом, с учетом (41) доказана следую-
щая теорема.

Теорема 2.2. С каждым отображением
Vn,n:Qn→Pn в общем случае инвариантным образом
ассоциируется отображение

аффинного пространства Qn в многообразие M2n–1

всех вырожденных нуль-пар {L*
n–1;A0},(A0∈L*

n–1)
проективного пространства Pn.

Заключение

Теоремы 2.1 и 2.2 свидетельствуют о том, что
изучение отображения Vn,n инвариантным образом
в общем случае сводится к изучению отображений
fn

2n и fn
2n–1. Наибольший интерес, по нашему мне-

нию, представляет отображение fn
2n. Во-первых,

потому что для многообразия M2n применим прин-
цип двойственности: если на многообразии M2n ка-
кой-нибудь результат связан с гиперплоскостью
Ln–1⊂Pn, входящей в элемент этого многообразия,
то аналогичный результат имеет место и для соот-
ветствующей точки A0∈Pn, A0∈Ln–1, и наоборот. Во-
вторых, как будет показано в следующих публи-
кациях, с отображением fn

2n–1 инвариантным обра-
зом ассоциируется отображение fn

2n. Поэтому для
изучения отображения fn

2n–1 можно использовать
результаты, имеющие место для отображения fn

2n.

2 1 2 1:n n
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Введение

В локальном дробном анализе появляются но-
вые функции, зависящие от порядка интегродиф-
ференцирования, которые можно назвать элемен-
тарными и которые в стандартном анализе или об-
ращаются в константы, в частности в ноль, или во-
обще теряют смысл, поэтому такие функции в
стандартном анализе отсутствуют и их удобно при-
равнивать к нулю [1, 2].

Аналоги функций стандартного анализа в ло-
кальном дробном анализе в общем случае имеют
другие свойства, зависящие от их порядка. Более
того, для многих функций в локальном дробном
анализе имеет место вырождение, когда они имеют
не один аналог, а более одного, конечное или бес-
конечное счётное множество [2, 3].

В частности, в локальном дробном анализе по-
являются своеобразные функции, которые можно
отнести к элементарным функциям локального
дробного анализа, которые были названы полино-
мами дифференцирования.

Полиномы дифференцирования

Определение. Ненулевая интегрируемая функция
C–s(x), выражающаяся через дробностепенной ряд

с шагом равным 1, будем называть полиномом диф-
ференцирования.

Шаг ряда – это модуль разности показателей
степеней степенных функций любых двух сосед-
них элементов дробностепенного ряда.

Функций, аналогичных полиномам дифферен-
цирования в стандартном анализе, нет.

Теорема. Первообразная порядка s от полинома
дифференцирования C–s(x) порядка s равна нулю с
точностью до сложения с полиномом интегрирова-
ния Cs(x).

Первообразная функция называется базовой
первообразной, если её полином интегрирова-
ния, в силу его произвольности, приравнять к
нулю.

Тогда утверждение теоремы равносильно тому,
что базовая первообразная нецелочисленного по-
рядка s от полинома дифференцирования порядка
s равна нулю.

Доказательство. Используя d-оператор дробно-
го интегрирования порядка s [3, 4], легко проинте-
грировать полином дифференцирования

1

; 0,1, 2,3, ...; ; , ; , const,k s

k

k

b x k b s b s
∞

− −

=

 =       ∈   =∑ ℕ ℂ
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